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OCENA DOKEADNOSCI
ODTWORZONYCH PARAMETROW ROWNANIA
ODCINKA PROSTOLINIOWEGO

ESTIMATION OF ACCURACY OF RECONSTRUCTED
PARAMETERS OF STRAIGHT LINE EQUATION

Streszczenie

W pracy przedstawiono analiz¢ porownawcza doktadnos$ci wynikow obli-
czenia parametrow odcinka prostoliniowego dwiema $cistymi metodami — para-
metryczng i zawarunkowana z niewiadomymi. Wykazano, ze mimo $cistosci obu
metod i identycznosci wyznaczonych parametrow, ich ocena doktadnosci jest roz-
na - zaleznie od zastosowanej metody.

Summary

The paper presents comparative analysis of accuracy of results of straight
line parameters computed accordingly to the method of parameters, and to the
method of conditions with unknowns. It is shown that in spite of strictness of both
methods and identity of reconstructed parameters, their estimation of accuracy
differs — depending on applied method.

WSTEP

Potrzeba odtwarzania parametréw tras istniejacych w terenie zostala
szczegotowo omowiona w pracy habilitacyjnej Waldemara Krupinskiego [2006].
Dotyczy to zaréwno tras komunikacyjnych, jak i uregulowanych ciekow wod-
nych. Podano tam szczegétowo sposoby odtwarzania parametrow odcinkow
prostoliniowych tras, tukow kotowych i krzywych przejsciowych.
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Rozwiazywanie tego rodzaju zadan metodami iteracyjnymi opisane zostato
w pracy Krupinski, Borowiecki [2006] gdzie wykorzystano naktadke na Excel —
Solver.

W niniejszej pracy zostang omowione zagadnienia zwigzane z odtwarza-
niem parametréw odcinka prostoliniowego trasy na podstawie pomiarow tere-
nowych, oraz oceny ich doktadnosci.

Odtwarzanie parametrow odcinka prostoliniowego wymaga dokonania w
terenie pomiaréw majacych na celu wyznaczenie wspoétrzednych punktéow wy-
znaczajacych linig prosta.

W oparciu o te wspotrzedne x; i y; nalezy znalez¢ parametry a i b rGwnania
prostej:

yi=ax;+b (D

Do jednoznacznego wyznaczenia roGwnania prostej wystarczytoby wyzna-
czy¢ wspotrzedne dwoch punktdéw na prostej, jednak ze wzgledu na nieuniknio-
ne bledy pomiaru oraz btedy identyfikacji w terenie samych punktow, wspot-
rzedne X;,y; wyznacza si¢ dla i > 2. Stad wynika koniecznos$¢ przeprowadzenia
wyréwnania obserwacji nadliczbowych metoda najmniejszych kwadratow. Pa-
rametrami do wyznaczenia sa @ i b . Metoda najmniejszych kwadratow daje tez
mozliwos¢ oceny doktadno$ci wyznaczonych parametrow.

METODA PARAMETRYCZNA

W celu wyznaczenia parametrow a i b rOwnania bardzo czgsto stosowana
jest metoda parametryczna, w ktorej uktada si¢ nastepujace rownania obserwa-
cyjne:

y;+v,=a.x;+b (2)

Obliczenia wykonuje sig tak ,by spetniony byt warunek ZVIZ = min.
i=1
Przyblizone wartoSci parametréw ay 1 by oblicza si¢ w oparciu 0 wspot-
rzedne dwoch dowolnie wybranych punktow:
i =a,x,+b,

3)

Yy =agx, +b,

W oparciu o rownania (3) oblicza si¢ przyblizone warto$ci parametrow
z nastgpujacych wzorow:

Yi= W
X=X,

a, = 5 by =y —agx 4)
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Nastepnie uktada si¢ rownania bledow:

v, = (ijAa + (Q)Ab +1; (5)
Oa ob
0

0
dzie: | — |=x;5 | —|=1; [, =ayx,+by—y,
g (aa) i [abj 0 (I

Macierzowy zapis rownan btedow jest nastgpujacy:

V=AX-L (6)
CO 0znacza:
y1 x 1 -1
vy, x, 1| Aa —1,
Tl Lb} B
v, x, 1 -1,

Szukane poprawki wyznaczanych parametréw oblicza si¢ z wzoru:

X=A"A)"(A"L) (7)
Nastepnie oblicza sig¢ wyréwnane warto$ci parametréw proste;j:
a=ay+Aa
B (8)
b=b,+Ab

Poprawki v, oblicza si¢ z wzoru (6), po czym w celu przeprowadzenia
analizy doktadnosci nalezy obliczy¢ $redni blad spostrzezen:

2
5

Bledy s$rednie obliczonych parametrow oblicza si¢ z wzorow:

m, =m faT(ATA)_1 fa gdzie: f, = Lﬂ
0
m, :m\/be(ATA)_lfb gdzie: f, :L}

Przyklad: W terenie pomierzono wspotrzedne 10 punktow lezacych
wzdtuz odtwarzanej linii prostej, ktorej parametry chcemy obliczy¢.

(10)
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Nr X Y
1 29.24 112.23
2 58.26 153.22
3 87.02 194.07
4 116.19 235.23
5 145.24 276.20
6 174.03 317.12
7 203.14 358.22
8 232.23 399.17
9 261.05 440.16
10 290.08 481.19

Zalaczony wykres przedstawia pomierzone punkty i przyblizony przebieg
proste;.

Punkty pomierzone wzdtuz prostej
350.00
300.00
250.00 /'/‘
200.00 /

150.00

100.00

50.00

0.00
0.00 100.00 200.00 300.00 400.00 500.00 600.00

Y

Przyblizone warto$ci szukanych parametrow obliczono z wzorow (4):

)= 1.413
b= 70.910
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Macierze A i L dla przyktadowych danych:

29.24 1 0.000
58.26 1 0.000
87.02 1 0.209
116.19 1 0.146
145.24 1 0.072
174.03 1 0.312
203.14 1 0.287
232.23 1 0.142
261.05 1 0.409
290.08 1 0.425
A L

Obliczone poprawki parametrow z wzoru (7):
Aa= 0.0015
Ab= -0.0338

Wyréwnane warto$ci parametrow (8)
a= 1.4144
b= 70.8765

Ocena doktadnosci:

[vv] = 0.549377

my= 0.262
m,= 0.0010
my= 0.1792

Charakterystyczne dla tej metody jest to, ze oblicza si¢ poprawki wylacz-
nie dla wspotrzednych y; , podczas gdy wspolrzedne x; pozostaja bez zmian,
a wiec [VV]=[Vy2].

Metoda wyréwnania spostrzezen zawarunkowanych z niewiadomymi
[Los 1973]

W celu rozwiazania omawianego zagadnienia mozna rowniez zastosowac
wyréwnanie metoda najmniejszych kwadratow spostrzezen zawarunkowanym
z niewiadomymi. W metodzie tej uktada si¢ rOwnania warunkowe, zawierajace
zaréwno wyniki pomiarow jak i niewiadome, w postaci:
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Vitv, =a-(x;+v, )+b ie{l2,3,..,n}
lub (11)
Vitv, —a-(xi+vxl_)—b =0 ie{1,2,3,...,n}

W metodzie tej - jak wskazuje jej nazwa - wystepuja warunki nalozone na
wyniki obserwacji, ktorymi sa tutaj wspotrzedne x i y punktow trasy. Warunki te
zawieraja tez niewiadome, ktorymi sg: parametry a i b rownania prostej.

W celu otrzymania jednoznacznego, doktadnego rozwigzania omawianego
problemu, nalezy do uprzednio utozonych rownan warunkowych (11) wstawic
W miejsce parametrow prostej a oraz b, warto$ci ag+Aa oraz by+Ab .

(@ +Aa)-(x, +v, ) +(by +Ab) =y, —v, =0 ie{l23,..n)  (12)

Réwnania powyzsze po przeksztatceniu do postaci liniowej w réwnania
odchylek przyjmuja nastepujaca forme:

ay-v, —1-v, +x;-Aa+1-Ab+(ay-x; +by—y;) =0 (13)

i

Wszystkie rownania doprowadzone do postaci liniowej i przeksztatcone w
rownania odchytek tworza uktad roéwnan:

Ay, + vy +--Av, +aAa+bAb+---+w, =0
By, +B,v, +---Bv, +a,Aa+b,Ab+---+ @, =0 (14)
Rvi+Ryv,+--Ryv,+a,Aa+bAb+---+®, =0

Wprowadzajac zapis macierzowy:

_vx_ __a)l_
l 4, 4 4, a, b
v, -,
x= W= A= B, B, B, B- a, b,
Aa
R, R, - R, a, b,
| AD | -, |

mozemy uktad rownan odchyltek (14) zapisa¢ w postaci:
[4 | Blx-w=0 (15)

Rozwiazanie tego zadania przebiega w dwoch etapach. W pierwszym obli-
czamy macierz korelat k:

k=N"-w' (16)
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-,

-,

1=

(17)

gdzie:
e
kl b
4-4" B ?
R Il
a
- - Aa
Ab
a nastgpnie oblicza si¢ macierz poprawek V:
v=A"k
gdzie:
_Vxl
V,Vl
y=| "
B v)’z
_vJ/2
Przyklad (cd):
Wspolczynniki rownan odchytek (13) oraz macierz normalna NV (16) dla
tych samych danych:
Vyi Vi Aa Ab I;
1 1 -1.41 -29.24 -1 0.000
2 1 -1.41 -58.26 -1 0.000
3 1 -1.41 -87.02 -1 0.209
4 1 -1.41 -116.19 -1 0.146
5 1 -1.41 -145.24 -1 0.072
6 1 -1.41 -174.03 -1 0.312
7 1 -1.41 -203.14 -1 0.287
8 1 -1.41 -232.23 -1 0.142
9 1 -1.41 -261.05 -1 0.409
10 1 -1.41 -290.08 -1 0.425
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2.9963 0 0 0 0 0 0 0 0 o] 2924 -1.00
0 2.9963 0 0 0 0 0 0 0 o] -5826 -1.00
0 0 2.9963 0 0 0 0 0 0 ol -87.02 -1.00
0 0 0 2.9963 0 0 0 0 0 0]-116.19  -1.00
0 0 0 0 2.9963 0 0 0 0 0]-14524  -1.00
0 0 0 0 0 2.9963 0 0 0 0| -174.03  -1.00
0 0 0 0 0 0 2.9963 0 0 0] -203.14  -1.00
0 0 0 0 0 0 0 2.9963 0 0]-23223  -1.00
0 0 0 0 0 0 0 0 29963 0] -261.05  -1.00
0 0 0 0 0 0 0 0 0 2.9963|-290.08  -1.00
2924 5825 -87.01 -116.19 -14524 -174.03 -203.13 -232.22 -261.04 -290.07 0 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0

Obliczone poprawki parametréw z wzoru (16):
Aa= 0.0015
Ab= -0.0338

Wyréwnane wartos$ci parametréw (8)
a= 1.4144
b= 70.8765

Ocena doktadnosci:
[vv]=  0.0227

ml= 0.0533
ma= 0.0533
mb= 0.0826

W metodzie spostrzezen zawarunkowanych z niewiadomymi oblicza si¢
poprawki zarowno dla wspotrzednych x; jak i dla wspotrzednych y;, a wigc
[vI= W]+ [yl

WNIOSKI

Poréwnanie wynikéw obliczen z obu metod pozwala na stwierdzenie, ze
wprawdzie wartosci obliczanych parametréw a i b sa identyczne, jednak wielko-
$ci sumy kwadratéw poprawek i obliczanego na ich podstawie btedu $redniego
z metody zawarunkowanej z niewiadomymi sa mniejsze niz dla metody para-
metrycznej.

Wynika to z faktu, ze w metodzie zawarunkowanej z niewiadomymi obli-
cza si¢ poprawki zarowno dla wspotrzednych x; , jak i dla wspotrzednych y; - co
sprawia, ze bezwzgledna wielko$¢ przesunigcia punktu tak by znalazt si¢ na
prostej jest mniejsza, co obrazuje ponizszy szkic.
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