INFRASTRUKTURA I EKOLOGIA TERENOW WIEJSKICH
‘ INFRASTRUCTURE AND ECOLOGY OF RURAL AREAS

Nr 11/2/2014, POLSKA AKADEMIA NAUK, Oddziat w Krakowie, s. 437452
Komisja Technicznej Infrastruktury Wsi

DOI: http://dx.medra.org/10.14597/infraeco.2014.2.2.032

GEODEZYJNE MODELE KINEMATYCZNE

Edward Preweda

AGH Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie

GEODETIC KINEMATIC MODELS
Streszczenie

W pracy przedstawiono wybrane zagadnienia dotyczace geode-
zyjnych modeli kinematycznych. W dotychczasowych zastosowaniach
wykorzystuje si¢ rézne procedury estymacji liniowej, ktore wynikaja
z postaci uktadéw rownan wigzacych obserwacje. W rdzny tez sposob
formutowany jest sam model kinematyczny. Przyjeta w pracy kon-
cepcja modelu zaktada, Ze nie ma znaczenia sposobprzeprowadzania
obserwacji, w sensie czasu czy epok pomiarowych. Danymi wejScio-
wymi mogg by¢ rowniez funkcje obserwacji, na przyktad wspotrzed-
ne punktow wraz z odpowiadajaca im macierzg kowariancji. Model ki-
nematyczny, jesli ma dotyczy¢ obiektow inzynierskich, powinien by¢
uzupetiony odpowiednimi restrykcjami nakladanymi na parametry mo-
delu, gwarantujacymi ciagglto$¢ przemieszczen i odksztalcen. Uogdlniony
model kinematyczny moze stuzy¢ do uzyskania parametrow funkcji
opisujacych ruch pojedynczych punktéw lub catego obiektu, czyli do-
starcza¢ informacji o punktowym lub wektorowym polu przemieszczen.

Stowa kluczowe: model kinematyczny, przemieszczenia, odksztatcenia
Summary
The paper presents selected issues on geodetic kinematic models. In
previous applications various linear estimation procedures are used, they

are use to solve a system of equations involving observation issue. The kin-
ematic model can be formulated itself in various options. The model con-
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ception adopted in this work assumes that it does not matter how to perform
follow-up, in terms of time or measurement periods. The input data may also
be functions of observations, for example, coordinates of the points with the
corresponding covariance matrix. Kinematic model if it is to involve civil
engineering, should be supplemented by adequate restrictions imposed on
the model parameters, ensuring continuity of displacements and deforma-
tions. A generalized kinematic model can be used to obtain the parameters
of functions describing the movement of individual points or the entire fa-
cility, which provide information on the point or vector displacement field.

Key words: kinematic model, displacements, strains

WSTEP

Inspiracja do poruszenia sformutowanego tematu, sa doswiadczenia
praktyczne autora, z ktérych wynika, ze pomimo wielu prac poswieconych
kinematycznym i dynamicznym modelom przemieszczen, mi¢gdzy innymi (Be-
luch J., Plewako M. 1994, Cacon S. 2001, Czaja J., Preweda E. 2000, GargulaT.
2010, Kadaj R. 1998, Pfeufer A.i inni 1994, Preweda E. 2002, Proszynski W.,
Kwasniak M. 2006, Yalcinkaya,M, Bayrak T. 2005),w dalszym ciggu istotnym
problemem jest ustalenie funkcji predkosci punktéw obserwowanych oraz nume-
ryczne wyznaczanie parametréw modelu kinematycznego. Przyjeta koncepcja
modelu kinematycznego zaktada dowolny sposéb przeprowadzania obserwa-
cji, w sensie czasu czy epok pomiarowych. Danymi wej$ciowymi moga by¢ wy-
niki klasycznych pomiarow geodezyjnych, pozyskane technika satelitarng czy
na przyktad wyniki pomiaréw tensometrycznych. Danymi moga by¢ rowniez
funkcje obserwacji, w postaci wspotrzednych punktow wraz z odpowiadajaca
im macierza kowariancji. Model kinematyczny powinien by¢ uzupeliony przez
natozenie na posta¢ strukturalng modelu warunkow gwarantujacych ciaglto$¢ prze-
mieszczen i odksztatcen. Dzieki temu moze stuzy¢ do wyznaczenia parametrow
funkcji opisujacych ruch pojedynczych punktow lub catego obiektu, dostarczaé
informacji o punktowym lub wektorowym polu przemieszczen, a w najprost-
szych przypadkach moze by¢ zastosowany do uzgodnienia wynikéw obserwacji
statycznych. W przypadku wprowadzenia wynikéw pomiaréw tensometrycz-
nych, umozliwi rowniez wyznaczanie odksztatcen obiektow inzynierskich.

PRZEMIESZCZENIA 1 DEFORMACJE

Przemieszczenia i deformacje obiektow inzynierskich, moga tylko podob-
nie by¢ wyznaczane jak przemieszczenia terenu. Utozsamiane sg ze zmianami
potozenia punktow reprezentujacych badany obiekt. Pomiary geodezyjne pro-
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wadzone sa najczeSciej z sieci obserwacyjnej nawigzanej do punktéow od-
niesienia, teoretycznie uznawanych za state. Dla wyznaczenia przemieszczen
punktow sieci obserwacyjnych i punktow reprezentujgcych obiekty inzynier-
skie wykonuje si¢ pomiary okresowe. Poniewaz potozenie punktéw odniesie-
nia w dowolnej chwili # nie zawsze jest znane, w praktyce mamy czgsto do czy-
nienia z uktadem swobodnym, majgcym zastosowanie na przyktad przy badaniu
przemieszczen wzglednych réznych obiektow.

Punkty sieci obserwacyjnej, zmieniajac swoje potozenie w czasie, tworza
obiekt kinematyczny. Czgsto model ten jest upraszczany, na przyktad przez zato-
zenie statosci punktow w czasie wykonywania pomiaréw. Zalozenie to, w przy-
padku zwtaszcza niewielkich obszarowo obiektow i o matym nat¢zeniu ruchu,
ma niewielki wptyw na wyniki prowadzonych badan. Taki model sieci, znany
jako model quasi-statyczny, stosowany jest w praktyce najczesciej. W pierw-
szej kolejnosci estymuje si¢ wspotrzedne punktéw w poszczegolnych cyklach
pomiarowych. Wspoétrzedne te obarczone sg bledem wynikajacym z tytutu niedo-
ktadno$ci pomiardéw oraz z tytutu zatozenia stalosci punktow w czasie wykony-
wania pomiaréw. Na podstawie dyskretnego zbioru wspotrzednych punktow,
z nastepujacych po sobie cykli pomiarowych, mozna aproksymowaé funkcje
przemieszczen punktow w czasie.

Jezeli w czasie wykonywania obserwacji geodezyjnych obserwowane
punkty przemieszczaja si¢, wtedy wyniki badan obarczone sg pewnym bte-
dem systematycznym. Btad ten mozna wyeliminowa¢, jesli ustalimy funkcje
zmiany jego warto$ci w czasie. Model przemieszczen punktow w czasie jest
wprawdzie obarczony bledem z tytutu niesynchronicznosci pomiaréw, jednak
btad ten ma charakter btedu losowego a nie systematycznego.

W ogdlnosci mozna zatozy¢, ze wszystkie punkty sieci w czasie wykony-
wania pomiaréw sg w ruchu. Kazda obserwacja ma przypisany odpowiedni
moment czasu. Aproksymacje¢ ruchu punktéw reprezentujacych badany obiekt
wykonuje si¢ jednoczesnie z uzgadnianiem obserwacji. W przypadku obserwa-
cji punktow reprezentujacych obiekty inzynierskie konieczne jest zwrocenie
uwagi, czy nalezy uwzgledni¢ cigglos¢ odksztatcen.

Wprzypadku sieci statycznej, niezaleznie od jej rodzaju, model funkcjo-
nalny ma posta¢ ogélng

Fx)=w

natomiast model stochastyczny przyjmowany jest przy zatozeniu, ze kowariancje
obserwacji sg rowne zeru oraz, ze wspotrzedne punktow odniesienia i obserwacje

sg niezalezne, czyli
x) [Cov(x)| O
Cov(x,w)=Cov| |[=|----—- e
w
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Wystepujaca w modelu stochastycznym macierz kowariancji wspoirzed-
nych punktow odniesienia aproksymuje si¢ czgsto przy dodatkowych zatoze-
niach, takich jak:

e wspotrzedne sg r6zno doktadne ale nieskorelowane,

*  wspodlrzedne sa jednakowo doktadne i nieskorelowane,

*  wspotrzgdne punktow odniesienia sg bezbtedne.

Estymacje¢ punktowa, prowadzacg do znalezienia wektora niewiadomych,
przeprowadza si¢ metodg najmniejszych kwadratow, realizujac warunek

F=viPv= (w - Ax)T Cov(x,w)f1 (w - Ax) — min

gdzie :

w — wektor wyrazow wolnych,

A — macierz wspotczynnikow,

x — wektor niewiadomych.

Jesli korzysta si¢ z pseudo odwrotno$ci macierzy, spetniane s3 dwa warunki:
F=v'Pv=(w-Ax)" Cov(x,w)71 (w — Ax) - min
F, =x'x - min

Ogé6lny model kinematyczny sieci mozna otrzymac na podstawie powyz-
szego modelu statycznego, wprowadzajac funkcje czasu. I tak, w przypadku sie-
ci kinematycznej, model funkcjonalny przyjmie posta¢ ogodlng

F(x(0)=w()

natomiast model stochastyczny ma postacé

+——

Cov(x(t) w(t) = COV[ X(’)j - 0 }
0 I Cov(w(?)

w(?)

Powyzszy model moze stanowi¢ podstawe do aproksymacji funkcji prze-

mieszczen pojedynczych punktéw oraz kinematycznego wektorowego pola

przemieszczen, przy czym jego posta¢ musi by¢ dla zastosowan praktycznych
odpowiednio zmodyfikowana.

{Cov(x(t)

OBSERWACJE W MODELU KINEMATYCZNYM

Informacji o stanie geometrycznym obiektéw inzynierskich dostarcza-
ja pomiary geodezyjne. Opracowane wyniki pomiaréw pozwalajg na opisanie
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aktualnego stanu geometrycznego obiektu oraz wyznaczenie zmian zachodza-
cych w czasie, czyli przemieszczen, odksztatcen i ich pochodnych. Poniewaz
kinematyczny model przemieszczen i odksztatcen roznych obiektow formuto-
wany jest na podstawie pomiarow ich cech geometrycznych, najlepszym ma-
teriatem badawczym sg wyniki pomiarow powykonawczych i inwentaryzacyj-
nych. Dane te sg naturalnie niezbednie dla weryfikacji praktyczne;j.

W og6lnym przypadku wielko$ci obserwowane mozna aproksymowac za
pomoca nieliniowych modeli, w ktérych wielkos$ci obserwowane reprezentuja
zmienng objasniang, za$ parametry modelu stanowig zmienne objasniajgce. Mo-
dele takie wystepuja pod ogélng nazwa stochastycznych modeli hybrydowych,
czyli modeli zawierajacych rozne warunki natozone na estymowane parame-
try. Model kinematyczny moze by¢ réwniez estymowany na podstawie row-
nan obserwacyjnych, ktore uwzgledniaja czas wykonania danej obserwacji.
Kazde réwnanie bgdzie w tym przypadku zawierato dodatkowe niewiadome,
ktorymi sg parametry przyjetego modelu ruchu punktow, na ktorych opiera sig
dana obserwacja. W zaleznosci od przyjetego modelu ruchu, konieczne bedzie
sformutowanie stosownego rownania obserwacyjnego. Przykladowe rownania,
zamieszczone w dalszej czgsci tego rozdziatu, ilustrujg jedynie sposob rozwia-
zania tego problemu.

Kinematyczne réwnanie obserwacyjne dla dlugosci poziomych

Dlugo$¢ boku jest jednoznacznie zdefiniowana przez wspotrzedne (X, Y)
dwoch punktowP 1 K. Zatozmy liniowy model kinematyczny w postaci:

XP:XPO+aPt[ XK:XK0+aKtI
oraz .
Yp =Ypo +bpt; Y =Ygo +bgt;

Mozna zapisaé

dpy = \/[(XP +aPti)_(XK +agl, )]2 + [(YP +thi)_(YK +bKti)]2 .

Po rozwinigciu powyzszej funkcji w szereg Taylora otrzymamy réwna-
nie obserwacyjne. Jezeli zamiast funkcji liniowej zastosujemy wielomian n-tego
stopnia, typu:

at +ast* +..+a,t" — dla wspohrzednej X,

byt +byt? +...+b,t" — dla wspdlrzedne;j Y,

wtedy rownanie obserwacyjne przyjmie nastepujaca posta¢ macierzowa:
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A AYi. AYp AV,

Vi,

dp_g dpx  dpx  dpg

dX, txda,, (*xday, .. t"xda,,
| dYp  rxdby, t*xdby, .. t"xdb,, _

Xy txda;, *xday, .. t" xda,

dYy txdb *xdby, .. t"xdb,,

=) ™"l )’

Kinematyczne réwnanie obserwacyjne dla dlugos$ci przestrzennych

Dhugo$¢ boku w przestrzeni trojwymiarowej definiujg wspotrzedne (X,Y,2)
dwoch punktow P i K. Przy zatozonym liniowym modelu kinematycznym typu:

Xp=Xpg+apt; Xy =Xgo +agt;
Yp = Ypy +bpt; oraz Y =Ygo +bxt;
Zp = Zpy+cpl; Zy =Zgo +Cgl;

Rownanie obserwacyjne wynika z zalezno$ci

e ) =X (P + a7 ()P + (720 )P

Po przeksztalcenia mozna zapisa¢ powyzsze roéwnie w nastepujacej
postaci macierzowej:

X AVp AZhy AV AV, AZp ]

Vlh dp_g dp_g dpx dpyx dpg dpg
[dX, (xda,, (*xday, .. ("xda,, |
d¥p txdb, t*xdby, .. t"xdb,,
dZ, txdcy, lzxdczl, et xde,, |
g dXy txda;, 1*xday, .. t" xda, -
dYy txdb t*xdby, .. t"xdb,,
|dZx  txdey > xdeye . 1" xde, |

=lape) ™" ~ldpc)’
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Kinematyczne réwnanie obserwacyjne dla katow poziomych

Kat poziomy jest wyznaczony jednoznacznie przez wspotrzedne (X, Y)
trzech punktow C, L, P (centralny, lewy prawy). Skracajac rozwazania, mozna za-
pisac nastepujaca macierzowa posta¢ kinematycznego rownania obserwacyjne-
go, przy zatozonym wielomianowym modelu ruchu

v, - AYII;—(' _ AX] ¢ _ AYp o AX} o _[ AY; ¢ _ AYIi—(,‘ J [AX;,—(T _ AX)p ¢ j
] WS @] @l \wef S ) WP )

dx, txda,, *xda,, .. t"xda,,
dy, txdb, (*xdb,, .. ("xdb,,
y dX,  rxda, tzxda2p . t"xda,, _
dy,  txdb,  t*xdb,, .. t"xdb,,
dX,  txday.  t*xday. .. t"xda,.
|dYe  ixdby. Pxdby .. 1" xdb, |

“le)" )’

Kinematyczne réwnanie obserwacyjne dla przewyzszen

Rozpatrzmy réznice wysokosci pomiedzy punktami P i K. Modele kine-
matyczne punktow P i K przyjmijmy w postaci liniowych funkcji:

Zp()=Zp(t,)+apt
Zg()=Zg(t,)+axt
Rownanie obserwacyjne przewyzszenia
hpk (1) = Zi () = Zp(t) Wb hpy =2 ~ 2,

zapiszmy przy zalozeniu, ze ¢, =0, stad
Vb —dZp +dZy —t; dap +1; dag = Mg =iy — (b )

W miejsce liniowej funkcji mozna zastosowa¢ wielomian n-tego
stopnia, wtedy
Zp()=Zp(ty) +ajpt +arpt® + ..+ apt"

Z(O)=Zp(to)+axt +argt® + ...+ at".
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A rownanie obserwacyjne przewyzszenia przyjmie formeg
vh;

1

-dZ, +dZy —t;da;p +t;day -
—dzZ, +dZy —t}da,p +1? da,, —

-dz, +dzZy —t'da,p, +t] da, =
= Ahpg =hpg —\hpg

Kinematyczne rdwnanie obserwacyjne mozna formutowac¢ dla dowolne-
go modelu ruchu. Dla przyktadu, rozpatrzmy czesto stosowany nieliniowy mo-
del osiadan (Kadaj R. 1998). Niech:

Zp()=Zp(ty) _Sp(l _e—qu)
Zg(O)=Zg(ty) sk (1 _e_qu)
Rownanie obserwacyjne przewyzszenia hp, = Zy — Z)» mozna zapisa¢ w postaci:

vhy —dZp +dZ +t,5pe 7 dgp —t;5 e K dgy =
= Ah;’K = h;’K - (h;’K ) ’

W powyzszym rownaniu zatozono, ze maksymalne osiadanie punktow
P i K jest ustalone a priori.

Zestawiajac roOwnania obserwacyjne w postaci liniowego uktadu typu
Ax=t< P, mozna wyznaczy¢ niewiadome, w tym parametry modeli kinema-
tycznych. Parametry modeli kinematycznych maja charakter deterministyczny.
W klasycznym ujgciu metody spostrzezen posredniczacych, jako zmienne loso-
we o charakterze stochastycznym traktowane sg tak niewiadome w sensie wspot-
rzednych punktdw, jak i parametry kinematyczne. W praktyce uzyteczne moze
okaza¢ si¢ rozdzielenie zmiennych losowych od parametréw nielosowych. Na-
turalnym rozwigzaniem jest w tym przypadku zestawienie réwnan
warunkowych. Oprocz klasycznych warunkow, formulowanych analogicznie
jak w przypadku obserwacji statycznych, mozna formutowa¢ warunki, jakie
musza spetniac pojedyncze obserwacje, ale przy uwzglednieniu kinematycznego
modelu przemieszczen.

Wektor parametrow rozwazanego modelu moze opisywaé wspotczynniki
wektorowego pola przemieszczen, okreslonego przez funkcje wspohrzednych
punktow x, y, z oraz czasu t. Dla wektorowego pola przemieszczen (Czaja J.
1971), Wastysttz} = {153,133 5 okreslonego w ukladzie % ¥, 2} = {61, %2, %3} | za-
pisanego w postaci:
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Uy =dgyg +ajgoX] + AoapXy + dggzX3 + ApppX1 Xy +...+a,t
Uz = Coop T Cr00X1 + Coo0X2 T+ Cop3X3 + Cro0X1 Xy +...+ ¢t

estymowanymi parametrami bedg wielko$ci @ » b - ¢ oraz. a,, b, ¢, .

MODEL UOGOLNIONY

Dowolny uktad réwnan liniowych (nadliczbowy lub uwarunkowany) moz-
na zapisa¢ w znanej postaci macierzowe;j

Fz=g (D

gdzie:

F — macierz wspotczynnikow, stanowigcych wartosci pierwszych pochod-
nych dla przyblizonych warto$ci estymowanych parametrow modelu,
o wymiarach (mxn+u);

z — macierz niewiadomych, stanowigcych odchytki losowe lub
przyrosty doprzyblizonych wartosci estymowanych parametrow modelu,
o wymiarach (7 +ux1);

g — wektor wyrazow wolnych, wynikajacy z zaobserwowanych wartoSci
zmiennych losowych i przyblizonych warto$ci estymowanych parametrow mo-
delu, o wymiarach (mx1).

Rozwigzanie uktadu réwnan (1) moze by¢ formutowane dla r6znych wa-
runkow brzegowych, wynikajacych ze specyfiki rozwazanego zagadnienia, na
przyktad na podstawie warunkow ciaglosci odksztatcen. Rozne warunki brze-
gowe beda prowadzily do pionowego lub poziomego podziatu uktadu réwnan
(1), a w konsekwencji do uktadow rownan blokowych.

Dla pionowego podziatu uktadu rownan (1) mozna na cze$¢ niewiado-
mych v narzuci¢ warunek Gaussa—Markowa, a pozostalg cz¢s¢ niewiadomych
potraktowac jako parametry modelu. Wtedy taki uktad rownan moze by¢ zapi-
sany w postaci blokowej

[cA] m —u )

co jest rownowazne uktadowi rownan Cv + Ax = u, przy czym v oznacza wektor
odchytek losowych, za$ x oznacza wektor parametrow analizowanego modelu.

Dla poziomego podziatu uktadu réwnan (1) wykorzystamy postac (2),
w ktorej na warto$ci parametrow modelu narzucamy restrykcje (warunki) po-
staci Bx = w . Uwzgledniajac powyzszy warunek, uktad rownan (2) moze by¢
zapisany w formie blokowe;j
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RMINEN ®

Podziat poziomy uktadu rownan (1) zapisanego w postaci (3) moze wy-
nika¢ zwarunkow brzegowych, w ktorych gérna czgs¢ rownan powinna spet-
nia¢ model probabilistyczny, zas dolna cze¢$¢ réwnan powinna spelnia¢ model
deterministyczny. Macierze wystepujace w powyzszym ukladzie rownan maja
nastepujace oznaczenia:

C — macierz wspotczynnikow przy wektorze odchytek losowych

v — wektor odchylek losowych w modelu probabilistycznym;

A — macierz wspotczynnikdéw przy estymowanym wektorze parametrow
modelu (x) w czg$ci probabilistyczne;;

x — wektor niewiadomych, czyli estymowanych parametrow (przyrostow
do przyblizonych warto$ci estymowanych parametrow), wystepujacych w mo-
delu probabilistycznym i w modelu deterministycznym;

u — wektor wyrazow wolnych w czesci probabilistycznej modelu;

B — macierz wspotczynnikow przy estymowanym wektorze parametrow x
w modelu deterministycznym,;

w — wektor wyrazow wolnych w modelu deterministycznym.

Zgodnie z zasadg metody najmniejszych kwadratow estymatory nieob-
cigzone uktadu rownan (3) musza spetnia¢ warunki Gaussa—Markowa wynika-
jace z formy kwadratowej zapisanej za pomoca funkcji Lagrange’a, ktora ma
nastepujaca postac

w? = min { () Cov(t) (e i)+ 2kl ~ )+ Ax—u] } @)

wNBx=w

Forme kwadratowa (6) mozna zapisa¢ w postaci funkcji Lagrange’a
¥ =v'Pv+2k"(Cv+Ax—u)+2j" (Bx —w)=min ()

W powyzszych formach wystepuja nastgpujace oznaczenia:
t - wektor zmiennej losowej, czyli wielko$ci obserwowanych (7x1);
t - wektor wartosci modelowych wektora t (7x1) o wartosci oczekiwanej E(W) = w;
v - wektor odchytek losowych w modelu probabilistycznym (72 X 1) zwigzanyze
zmienng objasniajaca, czyli z obserwacjami w i ich wartosciami modelowymi
t rownaniem Vv = t —t, o wartosci oczekiwanej E(v) = 0;
Cov(t) - macierz wariancyjno-kowariancyjna dla wielko$ci obserwowanych (7% 1);
P - nieosobliwa macierz wagowa (7 x 1), odpowiadajaca odwrotnoéci macierzy
kowariancji, czyli P = Cov(t)!
j, k - wektory wspotczynnikow Lagrange’a;
C - macierz wspolczynnikow przy wektorze zmiennej losowej, wynikajaca
z warunkdéw natozonych na wektor obserwacji t;
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x - wektor estymowanych parametrow modelu, wystepujacy w czesci
probabilistycznej i czesci deterministycznej ( x1);

A - macierz wspotczynnikow (7 xu) przy estymowanym wektorze parametrow
x (W czgsci probabilistycznej), wynikajaca z funkcji wigzacych wektor obser-
wacji t z parametrami modelu x przy uwzglednieniu C;

u - wielkosci definiujace warunki funkcyjne C(t - E)+ Ax natozone na wektor t;
B - macierz wspotczynnikow wynikajaca z warunkow funkcyjnych natozonych
tylko na parametry x (czyli wynikajaca z charakteru badanego zjawiska, np.

z warunkow zgodnosci odksztatcen);

w - wektor wyrazow wolnych w czgséci deterministycznej (» x 1).

W oparciu o model estymacji (5) moga by¢ prowadzone dalsze badania
stanu przemieszczen i odksztalcen obiektow inzynierskich. Wielko$ciami obser-
wowanymi moga by¢ katy poziome, pionowe i odlegtosci wyznaczane z punk-
tow sieci odniesienia do punktow na badanym obiekcie, odlegto$ci pomiedzy
punktami badanego obiektu, zmiany nachylenia elementéw obiektu wzgledem
ptaszczyzny poziomej lub na przyktad zmiany odchylenia elementow obiektu od
linii pionu. Wielko$ci obserwowane powinny by¢ powigzane z estymowanymi
parametrami, przy czym warunki te w przypadku sieci kinematycznej wynikaja
zardwno z geometrii konstrukcji pomiarowej, jak i z kinematycznego modelu
przemieszczen punktow reprezentujacych obiekt. Powyzsze warunki funkcyjne
mozna zapisa¢ w postaci ogolnej

C(t—t)+Ax=u (6)

Poniewaz model (5) ujmuje parametry zmieniajace si¢ w czasie, obser-
wowane wielko$ci t oraz estymowane parametry x powinny spelia¢ warun-
ki figur geometrycznych. Warunki te zapiszmy za pomoca wektora odchy-
fek losowych v, ktory stanowi przyrosty do wartosci modelowych wielkosci
obserwowanych, czyli

v=t—t (7

Po zastosowaniu powyzszego zwiazku, forma kwadratowa (4)

jest minimalizowana wzgledem wektora losowego v oraz wzgledem
warunkow funkcyjnych

Bx=w (3)

nie zawierajacych sktadnika losowego. Macierz C wynika z warunkow figur na-
fozonych na wartosci modelowe wektora zmiennej losowej t. Wektor parame-
trow x opisuje wspotczynniki wektorowego pola przemieszczen. Wartosci przy-
blizone parametrow X, opisujace badane zjawisko, nie sg na ogot znane, stad
funkcje wzgledem tych parametrow powinny by¢ w postaci liniowej. Macierz
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A stanowi ustalone wspotczynniki przy estymowanych parametrach x, ale przy
uwzglednieniu warunkéw figur, czyli macierzy C. Jezeli wyrazenia funkcyjne,
zawierajace tylko zmienne X1>%X2-%; i ¢, zestawimy w postaci macierzy Ao
to macierz

A=CA, )

Warunki funkcyjne (8) wzgledem ktoérych nastgpuje minimalizacja for-
my kwadratowej (4), wynikaja z charakteru badanego zjawiska. W analizie
odksztatcen badanego obiektu warunki te wynikaja bezposrednio z warun-
kow zgodnosci odksztatcen, czyli ze $cisle ustalonych wigzacych sktadowe
tensora odksztatcen.

Problematyka aproksymacji wektorowego pola przemieszczen, wyznacza-
nia odksztalcen i weryfikowania warunkdéw cigglosci odksztatcen jest przed-
miotem szczegolowych rozwazan zamieszczonych migdzy innymi w pracy
(Czaja J. 1971).

Jak wspomniano, warunkiem koniecznym istnienia minimum funkcji Lagrange’a

¥ =v'Pv+2k"(Cv+Ax—u)+2j (Bx—w)=min

jest zerowanie si¢ wektorow pierwszych pochodnych, zas wystarczajacym (przy
spetieniu koniecznego) sa dodatnio okreslone macierze wynikajace z drugich po-
chodnych. Warunki konieczne prowadzg do uktadu czterech rownan macierzowych,

Pv+C'k=0
Ak+B'j=0
(10)
Cv+Ax=u
Bx=w
ktoére mozna zapisa¢ w postaci macierzy blokowych(Preweda E. 2002):
bcT™ o o0 |yl o] o]
Gum [ (ow) Jp) i @0 | @y | [@hf @b
L0 AT 0 Kk u 0
e | (wow) L orp) | G | OnD ) ORD 30D
0 i A"l o BT|X 0 0 an
Gpm tew _Leplen | [LY] @b | @D
____I _____ | 5 I J _‘7‘1— 0
Lttt JLevd fen] Lo

Warunki wystarczajace istnienia minimum wilasciwego sg spetnione, ponie-
waz macierze P,CC', PA"A, CBB'C" wynikajace z drugich pochodnych czast-
kowych sa dodatnio okreslone, o ile nie sg osobliwe. W przypadku gdy ktoras
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z tych macierzy jest osobliwa, istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan. Naktada-
jac dodatkowe warunki na estymowane parametry, otrzymuje si¢ jednoznaczne
rozwigzanie (minimum wtasciwe).

Rozwigzanie zadania przeprowadzono poprzez wyznaczenie uogolnionej
odwrotno$ci macierzy blokowej ztozonej z 16 podmacierzy. Poniewaz gtowna
macierz blokowa jest symetryczna, wobec tego jej uogdlniona odwrotnos¢ be-
dzie macierza blokowg symetryczna, czyli

P C 0 0| [Q Q5 Q5 Q
C 0 A 0 Q; Q Q Q,
0 A" 0 B'| |Q Q Q Q,
0 0 B 0 Q; Q Q Q,

Szczegdtowe rozwigzanie oraz dowody twierdzen o nie obcigzonosci esty-
matorow przedstawiono w (Preweda E. 2002).Poszukiwana macierz rozwigzan
uktadu (11) wyrazona jest iloczynem nastepujacych macierzy blokowych:

V1 [Q Q, Q, Q,][0
k| |Q Q Q Q |lu (12)
k| |Q7 Qf Q Q0
il 1QF Q@ Q5 Qflw

Nieobcigzone estymatory niewiadomych uogdlnionego modelu maja postac:
v=Q,u+Q,w
X =Qqu+Qow
Wektory wspotczynnikéw Lagrange’a wyznaczony jest z zaleznoS$ci:
k= Qu+Q,w
j = QI“ +Qow
Estymator wielkosci modelowych:
t=w-v=w-(Qu+Q,w)
Nieobcigzony estymator wariancji resztowej:

52 = viIPv
R(CP'C")-R(A|B)
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Macierze kowariancji wektorow X,V Wwyrazaja si¢ nastepujacymi zaleznosciami:
Cov(V)=67Q,

Cov(X) = 6%Qyq
Estymatory v i x mozna zapisa¢ w postaci:

v=Q,Cv+Q,Ax+QBx=v° +Av, +Av,
f(:Qng+QgAx+Q9Bx=x° + Ax, + Axy,

Wektory AV, i AX, wynikaja z przyjecia czesci niewiadomych za parame-
try modelu, natomiast wektory AV, 1 AX, wynikajg z restrykcji natozonych na
parametry modelu. Jezeli na wszystkie niewiadome narzucimy warunek Gaus-
sa—Markowa, wowczas AV, =0 i AX, =0. Jezeli za$ nie wprowadzimy warunkow
brzegowych, wtedy Av, =0 i Ax, =0.

Na podstawie przedstawionego rozwiazania uktadu roéwnan (12) mozna
analizowac szczegolne przypadki modeli liniowych, ktore wynikaja z warunkow
obserwacji i charakteru badanego zjawiska.

PRZYPADKI SZCZEGOLNE

Model wieloparametrowy

W uogo6lnionym modelu nalezy przyjac:
C =

u =

B =

w =

Det(ATPA) =

S @ O = e

Model uwarunkowany

W uogo6lnionym modelu trzeba zatozy¢:
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Model wieloparametrowy z restrykcjami

W uogo6lnionym modelu przyjmiemy:
C=1
u=t

oraz zaktadamy, ze macierze symetryczne sg bez defektu.

WNIOSKI

W pracy przestawiono uogoélnione rozwiazanie geodezyjnych modeli
kinematycznych. Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze zaburzenia danych moga
powodowaé powigkszanie rzedu macierzy, prowadzac do rozwigzania przez
funkcje, ktore w sposob nieciagly i nieograniczony zalezg od wartosci zaburze-
nia. Usunigcie nieciggto$ci mozna uzyskac poprzez zawezenie dziedziny zada-
nia przy zachowaniu funkcji celu, czyli stosujac regularyzacje dyskretna, lub po-
przez zachowanie dziedziny zadania, ale zmianie funkcji celu w taki sposob, aby
otrzymac¢ zadanie dobrze postawione o rozwigzaniach zblizonych do rozwia-
zan oryginalnych (regularyzacja ciggla). Takie zabiegi umozliwiajace przejscie
od zadania Zle do dobrze postawionego zadania nazywa si¢ ogdlnie regulary-
zacja. Postgpowanie regularyzacyjne nie jest jednoznaczne, uzaleznione jest od
warto$ci pewnego parametru, ktérego wybor wymaga dodatkowej informacji
wynikajacej z sensu fizycznego zadania, a ktdérego sam rachunek numeryczny
nie moze dostarczy¢. Dlatego wskazane jest rozwigzywanie zadan nieregular-
nych w trybie konwersacyjnym.
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