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WPLYW NIEDOKEADNOSCI WYZNACZENIA
STALYCH DYSPERSJI HYDRODYNAMICZNEJ
NA PRZESTRZENNO-CZASOWY ROZKELAD
ZANIECZYSZCZEN W OSRODKU GRUNTOWYM

AN INFLUENCE OF MEASUREMENT INACCURACY
OF DISPERSION COEFFICIENTS ON TIME-SPACE
POLLUTANT DISTRIBUTION IN GROUNDWATER

Streszczenie

W pracy zbadano wplyw niedoktadnosci oszacowania statych dyspers;ji po-
dluznej ipoprzecznej na dokladno$¢ rozwiazan réwnania dyspersji hydrodyna-
micznej, bgdacego podstawa matematycznego modelowania przeptywu zanie-
czyszczen chemicznych w osrodku gruntowo-wodnym. Wykorzystano analityczne
rozwiazania rownania dyspersji dla zrodta punktowego, chwilowego lub stalego
w czasie. Niedokladno$ci oszacowania statych dyspersji opisano rozktadem nor-
malnym z zadang wartoscia $rednia i wariancja. Na podstawie wielowariantowych
symulacji przy réznych wartosciach statych dyspersji wykazano, ze przestrzenno-
czasowy rozklad koncentracji zanieczyszczen istotnie zalezy od doktadnego okre-
$lenia parametrow rownania dyspersji. Najwigksze wartosci wspotczynnika
zmienno$ci obliczonych koncentracji zanieczyszczen, bgdacego miara bigdu sy-
mulacji, wystgpuja na krancach obszaru skazonego. Sa to obszary, w ktorych ist-
nieje najwigksze ryzyko btednych obliczen symulacyjnych. Przedstawiono takze
zalezno$¢ $redniego wspolczynnika zmiennos$ci uzyskanych wynikéw od zatozo-
nego wspolczynnika zmiennos$ci statych dyspersji. Wykazano, ze wspotczynnik
zmiennoS$ci nie ro$nie z czasem symulacji komputerowych, co oznacza stabilno$é
modelu migracji zanieczyszczen.

Stowa kluczowe: dyspersja zanieczyszczen, wody gruntowe, rozktad normalny
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Summary

In the article an influence of measurement inaccuracy of longitudinal and
transverse dispersivity coefficients on solutions of dispersion equation, which is
a basis of mathematical model of pollutant movement in groundwater, was investi-
gated. An analytical solutions of dispersion equation for temporary or constant
point source of pollution were used. Inaccuracy of dispersivity coefficients was de-
scribed by normal distribution. Multivariable computations for various values of
dispersivity coefficients enable to notice that time-space distribution of pollutant
concentration depends on parameters of dispersion equation. Maximum coeffi-
cients of variation of computed concentrations are situated near boundary of con-
taminated region. These are regions of maximum risk of incorrect result of com-
putations. Area average coefficient of variation for constant and temporary source
of pollution is non increasing time function. Its denote stability of mathematical
model for pollutant movements in groundwater.

Key words: pollutant movement, groundwater, normal distribution

WSTEP

Modelowanie matematyczne stato si¢ w ostatnich latach podstawowym na-
rzedziem pracy hydrogeologa, ekologa, specjalisty gospodarki wodnej i ochrony
srodowiska. W powszechnym uzyciu sa programy komputerowe prognozujace
przeplyw wod i zanieczyszczen, takze w osrodku gruntowym. Nalezy jednak
pamigtac, ze wyniki komputerowych symulacji zaleza w istotny sposéb od pa-
rametrow opisujacych rzeczywisty obiekt czy proces. Podstawa matematycznego
modelowania procesu migracji zanieczyszczen chemicznych w wodach pod-
ziemnych jest rownanie dyspersji hydrodynamicznej [Bear, Verruijt 1990, Fetter
1993], w ktorym state dyspersji podtuznej i poprzecznej charakteryzuja wtasno-
sci dyspersyjne osrodka gruntowego. Sa to stale trudne do empirycznego wy-
znaczenia irownoczesnie majace istotny wplyw na rezultaty modelowania
[Chalfen 2010, Fetter 1993]. W praktyce najcze¢sciej szacuje si¢ wartosci tych
stalych poprzez tarowanie modelu z wykorzystaniem pomiardw st¢zen wybranej
substancji chemicznej w wodach gruntowych pobranych w réznych punktach
obszaru filtracji w poblizu zrédta iniekcji substancji do wod [Chalfen 2010].
Czesto tez analizujac proces migracji zanieczyszczen dostajacych si¢ do wod
gruntowych wykonuje si¢ obliczenia modelowe dla szerokiego zakresu zmien-
nosci parametrow dyspersyjnych. W literaturze podaje si¢ czgsto stale dyspersji
rozniace si¢ o rzad wielkos$ci [Fetter 1993] wymieniajac kilka przyczyn tak sze-
rokiego zakresu zmiennosci tych statych dla podobnych gruntéw. Z jednej stro-
ny jest to zjawisko mikrodyspersji, czyli lokalnego zréznicowania kierunkow
i wielkosci wektorow przeplywu wody wywotanych skomplikowana przestrzen-
na geometria kanalikow przestrzeni porowej. Z drugiej strony makrodyspersja
powodowana niejednorodnoscia osrodka porowatego w skali makro. Do tego
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dochodzi zaleznos$¢ statych dyspersji od rozmiaréw rozpatrywanego modelu,
zwana w literaturze przedmiotu ,,problemem skali”. Nakladanie si¢ kilku przy-
czyn powoduje, ze wprowadzane do modelu obliczeniowego wartosci stalych
dyspersji sa obarczone trudnym do oszacowania btedem. Gtownym celem pracy
jest zbadanie, jak niedoktadno$¢ wyznaczenia parametrow dyspersji wplywa na
obliczony przestrzenno-czasowy rozktad zanieczyszczen przy punktowym zro-
dle iniekcji. Badania przeprowadzono na dwuwymiarowym, niestacjonarnym
modelu ptaskim w planie z wykorzystaniem szczeg6lnych rozwiazan analitycz-
nych dla jednorodnego pola przeptywu wody [Chalfen 1990, Fetter 1993, Rem-
beza 1998, Palarski iin. 2002]. W pracy zastosowano autorski model przeptywu
wod 1 zanieczyszczen chemicznych i program komputerowy FIZ [Chalfen 2003].
Do opisu zmiennosci trudnych do doktadnego okreslenia statych dyspersji hy-
drodynamicznej zastosowano rozktad normalny z zadana $rednia i zmienng wa-
riancja.

MODEL MATEMATYCZNY

Podstawa plaskiego w planie w ukladzie zmiennych X-Y modelu mate-
matycznego migracji zanieczyszczen rozpuszczonych w wodzie w strefie pelne-
g0 nasycenia jest rownanie dyspersji hydrodynamicznej [Bear, Verruijt 1987,
Fetter 1993]

(1+|3)%=div(Dgrad(c))—:grad(c)+Q )

gdzie:
c(x,y,t) — koncentracja substancji w punkcie (x,y) w chwili t [g'm™]
B —wspolezynnik adsorpcji [-],
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op - stata dyspersji podtuznej [m],

or — stata dyspersji poprzecznej [m],
D, — wspoltczynnik dyfuzji molekularnej [m*d™],

— wektor przyptywu wod gruntowych,
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v —dhlugoé¢ wektora predkosci [m-d™],
Vyx,Vy — skladowe wektora predkosci przeptywu wody gruntowe;j [m-d'],
Q - funkcja zroédtowa [grm™-d™'].

W warunkach rzeczywistego pola filtracji stale dyspersji o i oty moga by¢,
ze wzgledu na niejednorodnos¢ osrodka gruntowego, zmienne w przestrzeni.
W praktyce inzynierskiej przyjmuje si¢ jednak, ze w zasiggu oddzialywania
zrodia iniekcji osrodek gruntowy jest ze wzgledu na wlasnosci dyspersyjne jed-
norodny itakie tez zalozenie przyjgto w pracy. Dodatkowo zalozono, ze
w otoczeniu punktu iniekcji substancji chemicznej do wod gruntowych, pole
przeplywu wod gruntowych ma charakter jednorodny, co pozwala wykorzystac
w dalszych badaniach znane rozwiazania analityczne rownania (1) [Fetter 1993]:

dla zrodta statego w czasie:

v
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gdzie:
M — tadunek catkowity dla zrédta chwilowego [g],
M - natezenie doplywu substancji dla zrodta statego w czasie [g-d™'],
n, —odsaczalnos¢ [-],
m  —miazszo$¢ warstwy wodono$nej [m],
Vv —rzeczywista predko$é filtracji [m-d™],

R, = 1+B — wspodtczynnik opdznienia [-],
A —stata rozpadu dla substancji promieniotworczej [d'],
y=41+40, AR, /v
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STALE DYSPERSJI

Jak juz wspomniano we wstgpie, jednym ze sposobdw ograniczenia ryzyka
wykonania blednych obliczen modelowych migracji zanieczyszczen w wodach
podziemnych, spowodowanych niedoktadnym oszacowaniem statych dyspers;ji,
jest wykonanie symulacji komputerowych dla szerokiego zakresu omawianych
statych 1inastgpnie wykonanie statystycznej analizy otrzymanych rezultatow
obliczen. W pracy zaklada sig, ze stata dyspersji podtuznej oy oraz stata dysper-

sji poprzecznej Oir sa zmiennymi losowymi ze §rednimi &, 1 ¢, oraz odchyle-

niami standardowymi O; i O i przyjmuja wartosci z zakresu

o, (o, -30,,0, +30, ) (4a)

o, € (0, —306,,0,+30;) (4b)

Srednie o, i o, odpowiadaja wartociom statych dyspersji podawanych
w literaturze dla wybranych rodzajow gruntdow, odchylenia standardowe
O, 1 O opisuja stopien niepewnoS$ci, na ile wartosci podane w literaturze sa
doktadnym odzwierciedleniem rzeczywistych, nieznanych przeciez wartosci
statych dyspersji. Mate wartosci odchylen oznaczaja, ze wartosci $rednie dobrze
opisuja rzeczywiste wartosci statych dyspersji, duze wartos$ci odchylen sugeruja,
ze literaturowe wartosci $rednich moga znacznie r6zni¢ sig¢ od wartosci rzeczy-
wistych. W dalszej czgsci pracy zatozono, ze oy oraz o okreslone wzorami (4a)-
(4b) maja rozktad normalny ze $rednimi i odchyleniami jak wyzej. Dla kazdego
z rozpatrywanych w dalszej czgsci pracy zagadnien wykonano n=100 losowan
stalych oy i o, tak by prawdopodobienstwo p; wylosowania o; byto zdefiniowa-
ne wzorem

pi= G\/E exp(— 26 ) (5)

Losowania wedtug wzoru (5) dokonano oddzielnie dla statej dyspers;ji
o i oddzielnie dla oir. W tab.1. podano dla przyktadu wartosci niektérych praw-
dopodobienstw p; dla Sredniej wartosci statej dyspersji podtuznej &, =20 m dla
dwoch wartosci odchylenia 6, =2 oraz ¢, =5.

Oznacza to, ze przy statystycznej analizie wynikdéw symulacji, rezultaty
uzyskane dla wartosci statych dyspersji ,,blizej” $rednich beda miaty wigksze
znaczenie, niz mniej prawdopodobne wartosci na krancach przedziatow okreslo-
nosci. Dla mniejszych wartosci odchylenia prawdopodobienstwa sa ,,skupione”
wokot sredniej, a z kolei przy wigkszych warto$ciach odchylen nastgpuje wigk-
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sze ,,rozmycie” prawdopodobienstw wylosowania poszczegdlnych wartosci sta-
tych dyspers;ji.

Tabela 1. Prawdopodobienstwa obliczone wedhug wzoru (5)
Table 1. Probabilities calculated according to formula (5)

o [m] 6, =2 6,=5
5 - 0,0008
10 - 0,0108
15 0,0087 0,0484
20 0,1995 0,0798
25 0,0087 0,0484
30 - 0,0108
35 - 0,0008

Zrodlo wlasne; own source.

OBLICZENIA MODELOWE

Obliczenia symulacyjne wykonano na dwuwymiarowym modelu ptaskim
w planie dla punktowego, chwilowego lub stalego zrédta zanieczyszczen. State
dyspersji zmieniano wedlug wzoréw (4a-4b). Przy zmiennej wartosci stalej dys-
persji podluznej zalozono, ze stala dyspersji poprzecznej or= 2 [m], przy
zmiennej dyspersji poprzecznej przyjeto, ze o, =20 [m]. Dla zrédta chwilowego
przyjeto catkowity tadunek M = 10° [g], dla zrédta statego w czasie natezenie

doptywu M = 10° [g-d']. Zatozono miazszo§¢ warstwy wodonosnej m=10 [m],
odsaczalno$¢ n, = 0,2, predkos¢ filtracji v=0,1 [m-d™], stala rozpadu A=0 [d™'].
W ten sposob w kazdym punkcie obszaru filtracji, dla wybranych chwil czaso-
wych, otrzymano 100 wynikéw — koncentracji zanieczyszczen zaleznych od
statej podluznej i podobnie dla dyspersji poprzecznej. Wyniki te byly podstawa
dla statystycznej analizy wptywu statych dyspersji na przestrzenno - czasowy
rozklad zanieczyszczen. Na rys. 1. pokazano przyktadowe linie jednakowych
stezen ¢ = 5 [gm™] dla zrédta chwilowego w kilku wybranych chwilach dla
minimalnej (linia zielona), $redniej (linia czerwona) i maksymalnej (linia niebie-
ska) wartosci stalej dyspersji podluznej. Przy odchyleniu standardowym
0, =3 byly to wartosci o, = 11, 20, 29 m.

Na rys. 2. pokazano ,,krzywe przej$cia”, tzn. wykresy zmienno$ci w czasie
koncentracji przy chwilowym zrodle iniekcji w wybranym punkcie obszaru fil-
tracji dla kilku wartosci statej dyspersji podluznej op= 11, 20, 29 m. Na rys. 3.
pokazano zalezno$¢ obliczonych koncentracji od statej dyspersji podiuznej
w wybranym punkcie w kilku przedziatach czasowych. Wykresy te pokazuja
istotny wplyw statej dyspersji podtuznej oy na uzyskane rezultaty, przy czym
porownano tylko wptyw skrajnych wartosci o na tle wartosci Srednich, przy
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zatozeniu, ze wszystkie wartosci o sa jednakowo prawdopodobne. Podobnie
mozna wykazac¢, ze takze stata dyspersji poprzecznej o istotnie wptywa na obli-
czone koncentracje zanieczyszczen w wodach podziemnych.
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Rysunek 1. Przestrzenny rozktad zanieczyszczen (T — czas)
Figure 1. Space distribution of pollutant (T — time)
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Rysunek 2. Krzywe przejscia dla réznych statych dyspersji podtuzne;j
Figure 2. Time concentration for different values of longitudinal dispersivity
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Rysunek 3. Zaleznos¢ koncentracji od statej dyspersji podtuzne;j
Figure 3. Concentration as a function of longitudinal dispersivity

STATYSTYCZNA ANALIZA WYNIKOW

W dalszej czgsci pracy przyjgto, ze zmienno$¢ parametrow wejsciowych
do modelu oraz zmienno$¢ uzyskiwanych wynikéw opisuje si¢ wspolczynni-
kiem zmiennosci okreslonym jako iloraz odchylenia standardowego o do sred-
niej p zmiennej losowej [Aczel 2000]

V= ©)
u

Jest to lepsza miara zmiennosci niz wariancja 6> szczegolnie wtedy, gdy
warto$ci zmiennej losowej (w pracy sa to obliczane stezenia substancji
w roznych punktach obszaru filtracji) maleja do zera. Wowczas wariancja o°
maleje do zera niezaleznie od rozktadu zmiennej losowej stwarzajac mylne wra-
zenie, ze zmienna losowa koncentruje si¢ wokot sredniej. W artykule zbadano,
jak wspotczynnik zmiennosci wprowadzanych do modelu statych dyspers;ji
o wptywa na wspotczynnik zmiennos$ci uzyskanych wynikow, tzn. obliczonych
koncentracji w kazdym punkcie obszaru filtracji. Przy analizie wplywu statej
dyspersji podtuznej oy przeprowadzono symulacje komputerowe dla wspotczyn-
nika zmiennosci V=0,05; 0,10; 0,15; 0,20 oraz 0,25, co przy $redniej wartosci
stalej dyspersji podtuznej o, = 20 m odpowiada odchyleniom standardowym o,
zmieniajacych si¢ od 1 do 5. Dla $redniej wartosci dyspersji poprzecznej o, =2
m wykonano obliczenia dla odchylenia ¢, zmieniajacego si¢ w granicach od 0,1
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do 0,5. Na rys.4. pokazano wykres wspolczynnika zmienno$ci (linie czarne) na
tle plamy zanieczyszczen (kolor czerwony) dla zrodta chwilowego po 1000
dniach symulacji, na rys.5 dla zrodta statego w czasie po ustaleniu si¢ procesu
rozprzestrzeniania zanieczyszczen.

Rysunek 4. Wspoélczynnik zmiennosci przy zmiennej dyspersji podtuzne;j
dla zrédta chwilowego
Figure 4. Coefficient of variation for variable value of longitudinal dispersivity
for temporary source

Rysunek 5. Wspotczynnik zmiennosci dla dyspersji podhuznej i zrodta statego w czasie
Figure 5. Coefficient of variation for variable value of longitudinal dispersivity
for constant source
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Dla zrodta chwilowego wspotczynnik zmiennosci V przyjmuje najwigksze
warto$ci na granicach frontu skazenia. Sa to rejony, w ktorych istnieje najwigk-
sze ryzyko biednych obliczen przy niedokladnym oszacowaniu stalej dyspersji
podtuznej o.. W rejonie najwigkszych koncentracji zanieczyszczen wspotczyn-
nik zmienno$ci nie przekracza wartosci 0,2, co oznacza niewielka wrazliwos$ci
obliczanych maksymalnych st¢zen na dane wejsciowe. W przypadku Zrdédia
statego w czasie najwigksze wartosci wspotczynnika zmienno$ci obserwujemy
na granicy frontu skazenia oraz ,,za” zrédlem. W czg$ci centralnej ,,plamy” za-
nieczyszczen wspolczynnik zmiennosci V nie przekracza wartosci 0,1. Niemal
identyczne wykresy uzyskano przy analizie wptywu statej dyspersji poprzecznej
or na stabilno§¢ modelu. We wszystkich wariantach symulacji najczulszymi
obszarami sa rejony frontu skazenia, co ma to istotne znaczenie przy wykorzy-
staniu modelu matematycznego do wyznaczania granic obszaru skazonego.

Z kolei wykresy 6a — 6d. pokazuja zalezno$¢ $redniej obszarowej wartosci
wspotczynnika zmiennosci obliczonych koncentracji jako funkcji zatozonego
wspotczynnika zmiennosci V statych dyspersji podtuznej i poprzecznej dla zro-
dta chwilowego i statego w czasie. We wszystkich wariantach obliczeniowych
(z wyjatkiem wariantu 6b) $redni wspotczynnik zmiennos$ci obliczonych kon-
centracji nie rosnie w czasie. ale jest wigkszy od wspoétczynnika zmiennoS$ci
statych dyspersji wprowadzanych do modelu, szczegdlnie przy wigkszych war-
tosciach V. Oznacza to wzgledna stabilno$¢ modelu, w ktorym btedy nie rosna
wraz z czasem symulacji. W wariancie obliczeniowym 6b) dla zrodia statego
w czasie idla stalej dyspersji podluznej wspodtczynnik zmiennos$ci maleje
z czasem, co jest spowodowane malejacym z czasem wplywem statej dyspers;ji
podtuznej na przestrzenno - czasowy rozktad koncentracji [Chalfen 2010].
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Rysunek 6a. Sredni wspotczynnik zmiennosci jako funkcja wspotczynnika zmiennosci
statej dyspersji podtuznej dla chwilowego zrodta iniekcji
Figure 6a. Average coefficient of variation for variable value of longitudinal dispersiv-
ity for temporary source of pollution
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Rysunek 6b. Sredni wspotczynnik zmiennosci jako funkcja wspotczynnika zmiennosci
statej dyspersji podluznej dla zrodta iniekcji statego w czasie
Figure 6b. Average coefficient of variation for variable value

of longitudinal dispersivity for constant source of pollution
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Rysunek 6¢. Sredni wspotczynnik zmiennoéci jako funkcja wspotezynnika zmiennosci
statej dyspersji poprzecznej dla chwilowego zrodta iniekeji
Figure 6¢. Average coefficient of variation for variable value of transverse dispersivity

for temporary source of pollution

177



Mieczystaw Chalfen

0,7

V(pop)=0,05
V(pop)=0,10 /\

(
(

V(pop)=0,15

V(pop)=0,20 7~ / \
(

05 |
V(pop)=0,25 /\/ \ \/\
0’4 L /\ /\

0,6 |

0,3

0,2

Sredni wspélczynnik zmiennosci
Average coefficient of variation

01

0

0 500 1500 2000

1000
Czas [d] Time [d]

Rysunek 6d. Sredni wspétczynnik zmiennosci jako funkcja wspotczynnika zmiennosci
statej dyspersji poprzecznej dla zrodia stalego w czasie
Figure 6d. Average coefficient of variation for variable value of transverse dispersivity
for constant source of pollution

WNIOSKI

1.Wyniki symulacji komputerowych rozprzestrzeniania sig¢ zanieczyszczen
chemicznych w wodach podziemnych zaleza w istotny sposob od wartosci sta-
tych dyspersji podluznej ipoprzecznej wprowadzanych do matematycznego
modelu.

2.0bszary najbardziej wrazliwe na ryzyko btednych obliczen przy statym
badz chwilowym zrédle iniekcji substancji zanieczyszczajacej polozone sa na
granicy frontu skazenia. Ma to istotne znaczenie przy zastosowaniu modelu ma-
tematycznego do wyznaczania granic obszaru skazonego wokot zrodta iniekcji.

3.Sredni obszarowy wspétczynnik zmiennosci obliczanych koncentracji
jest wigkszy niz wspotczynnik zmienno$ci wprowadzanych do modelu danych,
jednak nie ros$nie on w czasie symulacji, co oznacza stabilno$¢ modelu.

4.Doktadnos¢ i wiarygodno$¢ obliczen symulacyjnych w istotny sposob
zalezy od doktadnego okreslenia statych dyspersji hydrodynamiczne;.
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