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APROKSYMACJA POWIERZCHNI
STOPNIA DRUGIEGO

APPROXIMATION OF THE QUADRATIC SURFACE
PARAMETERS

Streszczenie

Na podstawie geodezyjnych, fotogrametrycznych czy radiowych obserwa-
cji obiektow powtokowych okresla si¢ ich potozenie, wymiary i ksztatt. Podstawa
aproksymacji matematycznego modelu powierzchni, wzglgdem ktdérego ocenia sig
stan geometryczny obiektu, sa wspotrzgdne przestrzenne punktow reprezentuja-
cych powlok¢ obiektu. W praktyce, warto$ci parametrow modelowych wyznacza
si¢ bez uwzglednienia dokladnosci tych wspotrzednych. Macierz kowariancji dla
wspolrzednych punktow obserwowanych jest podstawa dla dokonania oceny do-
ktadnoséci wyznaczanych parametrow powierzchni i ich funkcji. W pracy przed-
stawiono algorytm umozliwiajacy oceng dokladnosci estymowanych parametrow
powierzchni. Okre§lono miar¢ dopasowania modelu matematycznego do zaobser-
wowanego stanu geometrycznego powloki, na podstawie ktdrego mozna wnio-
skowa¢ o adekwatno$ci modelu. Podano réwniez metodg oszacowania estymatora
wariancji jednostkowej odzwierciedlajacego wptyw bledow tylko z tytulu pomia-
row.

Stowa Kkluczowe: chiodnie kominowe, powierzchnie drugiego stopnia, modele
statystyczne

Summary

On the base of geodetic, photogrammetric or radio observations of the
sheet objects its position, dimensions and shape are determined. Approximation of
mathematical model for the surface, used as a reference for estimation of geomet-
ric state of the object is based on the space co-ordinates of points representing the
sheet of the object. In practice, the model parameter values are determined with-
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out consideration of accuracy of these co-ordinates. However, the covariance ma-
trix for co-ordinates of observed points constitutes a base to estimate accuracy of
determined parameters and its functions. In this paper an algorithm enabling es-
timation of accuracy for the estimated parameters of the surface is presented. In
addition, a measure of fitting of mathematical model to the observed geometric
state of the sheet is determined. This parameter can be used to decide on adequacy
of a medel. A method of estimation of the unit variance estimator reflecting effect
of measurement errors only is also described.

Key words: cooling towers, quadratic surface, statistical models

WSTEP

Potozenie, wymiary i ksztalt obiektéw powtokowych okresla si¢ w oparciu
o wyniki pomiaréow geodezyjnych lub fotogrametrycznych. Obiekty te repre-
zentowane sa przez zbiory punktéw rozmieszczonych na ich zewngtrznej lub
wewngtrznej powierzchni, obserwowanych z punktéw odniesienia. Liczba i
sposob rozmieszczenia punktéw osnowy zalezy od stosowanej techniki obser-
wacji powtoki, wymogdéw doktadnosciowych i warunkoéw terenowych.

Na podstawie wspotrzednych przestrzennych punktow reprezentujacych
powtloke obiektu aproksymuje si¢ powierzchnig stopnia drugiego.

Roéwnanie ogoélne tej powierzchni ma postaé:

F(x,y,z)=a,x" +2a,xy+2a,,xz+ 2a,,x+ a,, y" + 0

2a,,yz+2a,,y+a,z°+ 2a,,z+ a,, =0

W praktyce, wartosci parametrow @; szacuje si¢ bez uwzglednienia do-
ktadnosci wspotrzednych x, y, z. Tymczasem, macierz kowariancji
Cov(x,y,z)dla wspotrzednych punktow obserwowanych stanowi podstawe

dla dokonania oceny doktadnosci wyznaczanych parametrow powierzchni i ich
funkcji [Preweda 1995].
Roéwnanie (1) mozna zapisa¢ w postaci

G(x,y,z)=x"+2b,xy+2b,xz+ 2b, , x+ b, y* + @
2b,,yz +2b,, y+ by 2 +2by, z+b,, =0
Gdzie:

a.
b, =—"=; (b, =1);

ij
ai,
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W praktyce liczba punktéw obserwowanych jest zawsze znacznie wigksza
od liczby niewiadomych parametréw b;,, wobec czego zamiast uktadu réwnan
typu (2) zestawia si¢ odpowiednie rownania aproksymacyjne:

& :‘xi2 +2b,x, v+ 2byyx, 2, + 2bl4xi+b22yi2 + 3)
2byy;z; +2by,y,+ 173321‘2 +2by,z,+by,

Dla zwigkszenia doktadnosci obliczen liniowa wzgledem niewiadomych
funkcje (3) mozna rozwinaé w szereg [Gloub , Reinsch 1970].
Uktad réwnan zapisany w notacji macierzowej przyjmuje wowczas postac:

Bx=g+& 4)
przy czym:

_2x1y1 2xz, . . . 1] fa ] o o

£

2x,y, 2%z, . . . 1 "2 : !

) ) 1 de g, &,

X XiZy . ..
B(n = 33 323 , ~ db,, |’ e e
’ Xy = gy = ' Eun =

_2xn y, 2x,z . . . 1_ | db,, | 1 &, | L€, ]

(n - liczba obserwowanych punktéw, u - liczba niewiadomych).
€ jest wektorem losowym o macierzy kowariancji Cov(€ ), ktora wy-

znaczymy z zalezno$ci
Cov(e)=N"Cov(x,y,z)N (5)

Gdzie:

N - jest macierza utworzona z pochodnych czastkowych funkeji typu (2)
wzgledem wspohrzednych x,y,z punktéw obserwowanych (macie-
rza sktadowych wektorow normalnych do powierzchni),

Cov(x,y,z) - macierz kowariancji dla wspotrzednych punktow repre-
zentujacych powtoke.

Macierz N okres$laja zaleznosci:

N, =2(x, +y,b12+zl;l3+ W,
) N: 5 —2(Xb12+y,b22+2b23

s)
N., =2(x, b31 +y,b32 +zb33 +b,,)

+b,
b,
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ESTYMACJA PUNKTOWA WEKTORA NIEWIADOMYCH

Nieobciazony estymator X wektora niewiadomych oszacujemy rozwiazu-
jac uogolnione liniowe zadanie najmniejszych kwadratow:

e’ Pe=(g— Bf()T Cov(e)™"' (g —Bx)= v/ Pv — minimum (6)

Jezeli wspotrzedne punktow odniesienia przyjmiemy za nieskorelowane,
wowczas kowariancje dla wektora € begda zerowe (nie uwzglgdniamy korelacji
fizycznych), a macierz Cov(€&) - macierza diagonalng ( Lawson , Hanson
1965) . Wobec tego, rownanie (6) mozemy zapisa¢ w postaci:

2
— minimum (7)

1

v'Pv=v'[Cov(ie)|['v= H[Cov(e)] 2(g- Bx)

Jezeli uwzglednimy korelacje pomiedzy wspotrzednymi punktéw odnie-
sienia to macierz Cov('€ ) bedzie macierza niediagonalna. Wzgledy numerycz-
ne przemawiaja za tym, aby i w takim przypadku sprowadzi¢ zadanie (6) do
postaci typu (7). Mozna tego dokonaé przez sprowadzenie macierzy Cov(¢€)

do postaci diagonalnej przy pomocy przeksztatlcen ortogonalnych lub przez
wczesniejsze sprowadzenie do postaci diagonalnej macierzy kowariancji
Cov( X,Y,Z ) punktow odniesienia.

PRZEKSZTALCENIA ORTOGONALNE MACIERZY

Dokonujac rozktadu macierzy Cov( € ) wzgledem wartosci wiasnych uzy-

skamy
Cov(e)=USU’ (®)
Gdzie:
U - macierz ortogonalna,
S = diag(), ).
Mozemy zatem zapisac:
1
[Cov(s)]% =US2U" ©)
przy czym zachodzg zwiazki
1 1
S? = diag(kg) (10)
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Cov(e) = [Cov(e)]% [Cov(i—:)]%

Po przeksztatceniach

g=U"g,B=U'B,v=U"vy (11)

otrzymujemy

. 2
viPv=v"[Cov(ie)['v=]S 2 (g -Ef() — minimum (12)

Uwzgledniajac warunek 3. p; =1 oraz przyjmujac oznaczenia:

i=1

_ = 1
P =Cov(e)] tr{Cov(e )]
A= [COV( £ )]_%B - jezeli Cov( &) jest macierza diagonalna,
w=[Cov(e)| > g
natomiast
p=§" 1_1

S

A= S_él; - jezeli Cov( &) nie jest macierza diagonalna,
W= S_%g

otrzymujemy jednolita posta¢ zrownowazonego ukladu rownan aproksymacyj-
nych:
Ax=w (13)

rozwiazywanego przy warunku

X 2
v'Pv=|P 2(w-Ax)| — minimum (14)
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SPROWADZENIE MACIERZY KOWARIANCJI
DO POSTACI DIAGONALNEJ

Analizujac przedstawiony algorytm moze wydawac sig, ze jego praktyczne
zastosowanie bgdzie kosztowne w przypadku duzej liczby punktow reprezentu-
jacych powlokeg. Problem obliczen numerycznych mozna uprosci¢ przeksztalca-
jac macierz kowariancji Cov( X,Y,Z ) dla wspotrzednych punktéw osnowy w

macierz kowariancji minimalnych Cov . (X,Y,Z ). Sposob postgpowania

min

moze by¢ tu analogiczny do przedstawionego powyzej. Wyznaczajac wartosci
wlasne macierzy Cov( X,Y,Z ), otrzymamy

Cov,. (X,Y,Z)=diag(A,),i=1..3xn (15)

min
gdzie n - liczba punktéw osnowy odniesienia.

Dzigki takiemu przeksztatceniu macierz Cov('€ ) bedzie zawsze macierza
diagonalna.

Wybor drogi prowadzacej do uzyskania diagonalnej macierzy Cov('&)
uzalezni¢ nalezy od konkretnego zadania majac to na uwadze, ze w drugim
przypadku opieramy si¢ na ekstremalnych wariancjach a zatem uniezalezniamy
si¢ od przyjetej orientacji osnowy odniesienia.

ESTYMACJA PRZEDZIALOWA

Wektor estymowanych parametrow powierzchni oszacujemy za pomoca
pseudoodwrotno$ci macierzy.

X=A"w (16)

Rozwiazanie to spetnia warunek (14) metody najmniejszych kwadratow.
Zastosowanie do rozwiazania uktadu rownan pseudoodwrotnosci Moore'a-
Penrose'a jest uzasadnione mozliwoscia wystapienia defektu macierzy wspot-
czynnikow przy niekorzystnym rozmieszczeniu punktow na obserwowanej po-
wloce [Preweda 1995].

Empiryczna warto$¢ estymatora wariancji 6‘3 , stanowiaca punktowa oce-
n¢ warto$ci rozwiazania (14), okresla si¢ wedtug wzoru

1 2

P 2(w-Ax) .
) p
62 = Yy 17)
n—u n—u
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Przedziat ufnosci dla wariancji opiera si¢ na statystyce chi-kwadrat [ Pa-
poulis 1970]. Korzystajac z estymatora wariancji, dla (n-u) stopni swobody i
ustalonego poziomu ufnosci (1-a) zachodzi zwiazek

_ a2
P{}(z(g,n—uj<%<12(1—g,n—uj}=l—a
2 o, 2

. . . P I 2 . :
Rozwiazujac powyzsza nierownos$¢ wzgledem o, otrzymuje si¢

A2 A2
—u)o —u)o

;(z(l—g,n—u) )jz(g,n—uj

o . o .
przy czym ;{2 (l - E n-— u} i ,‘(2 (En - uj oznaczaja kwantyle rzedu od-

o o
powiednio (l—zj I [3) rozktadu ,1’2 o (n-u) stopniach swobody [Korn

G.A, Korn T.M, 1983].

Granice przedziatu ufnosci dla odchylenia standardowego ©, sa pier-

wiastkami kwadratowymi lewej i prawej strony nierownosci (18).

WNIOSKI

Nalezy zauwazy¢, ze estymator odchylenia standardowego &, wyznaczo-

ny zaleznos$cia (17) jest jedynie miara dopasowania modelu matematycznego do
zaobserwowanego stanu geometrycznego powtoki i na jego podstawie mozemy
wnioskowa¢ tylko o adekwatno$ci modelu. Parametr ten nie moze wchodzi¢ do
oceny doktadnosci oszacowanych parametréw i ich funkcji, gdyz oprocz btedow
pomiarowych uwzglednia tez bledy montazu powloki oraz jej deformacje. Sciste
rozdzielenie tych btedow nie jest naturalnie mozliwe. Dla dokonania oceny do-

A

ktadnosci nalezy oszacowaé a' priori wptyw btedow z tytutu pomiardw O pom , i
taka miar¢ przyjac za estymator wariancji jednostkowe;.
rr A2 . ’ .
Warto$¢ parametru O ,,, mozna oszacowaé na roézne sposoby. Na przy-

ktad, mozna zalozy¢, Ze odchylka v, z tytutu btedéw pomiarowych jest rowna
btedowi okreslenia i-tego roéwnania aproksymacyjnego.
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Zgodnie z tym zapiszmy
1
lap "I =cov( &, )? - dla diagonalnej macierzy kowariancji Cov(€ )

b
oraz

1
=(A,)? - dlaniediagonalnej macierzy kowariancji Cov('€)

apr
vi

Stad
n

P 1 B
(vPv) _tr{tr{COV(é‘)l}E}_ irlCovie) '}

Dla diagonalnej macierzy Cov('€) otrzymujemy

n_. 1
n—u tV{COV(S)_l}

G pon = (19)

i analogicznie w przypadku niediagonalnej macierzy Cov('€ )

a2 n 1
O pom = X 20
! n—u tr%S_l } (20)

A2 . s .
Tak wyznaczony parametr O~ pom moze stuzy¢ nie tylko do oszacowania

doktadnos$ci estymowanych parametrow i ich funkcji, ale réwniez do sprawdze-
.. , . A2
nia istotnosci parametru 0 .
Macierz kowariancji dla wektora niewiadomych X wyraza si¢ wzorem

Cov(x)=62,, A*(A") @1

Przedziat ufnosci dla niewiadomych parametrow powierzchni wynika ze
statystyki t-studenta. Korzystajac z symetrycznych przedziatow dwustronnych
mozna zapisaé

ﬁzit(l—g,n—ujé'x (22)
2

o o
t(l 5 n— uj oznacza kwantyl rzedu (1 - 3) rozktadu Studenta o (n-u) stop-

niach swobody, za$ O, jest estymatorem odchylenia standardowego poszcze-
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golnych niewiadomych. Elementy tego wektora obliczymy korzystajac z macie-

rzy (21)

6., = J[Cov(x)],, (23)
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