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ZMODYFIKOWANY ALGORYTM WYZNACZANIA
D UGO CI STYCZNEJ DO POWIERZCHNI DRUGIEGO

STOPNIA
____________

A MODIFIED ALGORITHM FOR THE LENGTH OF
THE TANGENT TO THE SURFACE OF THE SECOND DEGREE

Streszczenie

W artykule przedstawiono dokáadny algorytm obliczania dáugoĞci stycz-
nych do powierzchni drugiego stopnia. Wykorzystano w tym celu wyniki z pomia-
rów metody otaczających stycznych dla wybranego obiektu jednopowáokowego.
RozwaĪania przeprowadzono dla obiektów o ksztaácie hiperboloidy jednopowáo-
kowej. Wykorzystanie danego algorytmu pozwala obliczyü lokalizacjĊ i ksztaát,
ale równieĪ parametry powáoki, który w porównaniu do wczeĞniej stosowanych
metod, pozwala uzyskaü lepszą precyzjĊ, niĪ ta obliczona na podstawie dotychczas
istniejących algorytmów. Modyfikacja przedstawionego algorytmu pozwala na
zwiĊkszenie dokáadnoĞci ostatecznych wyników, przy wykorzystaniu proponowa-
nej metody pomiaru. Rozwiązanie takie pozwala zaoszczĊdziü Ğrodki finansowe
oraz czas.

S owa kluczowe: powierzchnia drugiego stopnia, aproksymacja ksztaátu
powierzchni, dáugoĞü stycznej, obiekt jednopowáokowy, cháodnie kominowe

Summary

This article presents exact algorithm for calculation “length of tangent” to
quadric surface based on results of measurement tangent directions to shell object.
The considerations are mainly about one-sheet hyperboloid shape. The
considerations made for the objects in the shape of hyperboloid of one sheet.
Using the algorithm can calculate the location and shape, but also the parameters
of the shell, which compared to previously used methods, allows for better
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precision than that calculated on the basis of previously existing algorithms.
Modification of the algorithm presented allows to increase the accuracy of the
final results, using the proposed method of measurement. This solution saves
money and time.

Key words: quadric surface, surface shape approximation, length of tangent, one-
sheet hyperboloid, cooling towers

WST P

Obiekty powáokowe stanowią specyficzne konstrukcje, wyróĪniające siĊ
architektonicznie w otaczającej przestrzeni. Zachowanie przez budowle wáaĞci-
wego ksztaátu jest sprawą istotną, gdyĪ zmiana geometrii moĪe doprowadziü do
katastrofy budowlanej. Aby uniknąü tragicznych skutków, prowadzona jest ob-
sáuga geodezyjna, rozumiana, jako prace w czasie wznoszenia budowli, pomiar
powykonawczy i okresowe pomiary inwentaryzacyjne.

Parametry poáoĪenia i ksztaátu budowli powáokowych wyznacza siĊ
w oparciu o wyniki pomiarów inwentaryzacyjnych wykonanych techniką geode-
zyjną lub fotogrametryczną. Powáoka kontrolowanego obiektu reprezentowana
jest przez zbiór punktów obserwacyjnych, którymi mogą byü punkty sygnalizo-
wane odpowiednimi znakami na jego powierzchni, jak to ma miejsce w przy-
padku pomiarów wykonanych metodą wciĊü przestrzennych, biegunową lub
fotogrametryczną, lub punkty stycznoĞci celowych. Dobór metody pomiaru za-
leĪy od rodzaju obiektu i warunków terenowych, ale w praktyce najczĊĞciej od
moĪliwoĞci finansowych zleceniodawcy badaĔ oraz od sprzĊtu pomiarowego
wykonawcy.

Stosowanie sprzĊtu o wysokiej precyzji zapewnia wysoką dokáadnoĞü
opracowaĔ i jest przez autorów gorąco polecane. SprzĊt ten jest jednak w dal-
szym ciągu drogi, a z tym w prosty sposób wiąĪą siĊ koszty wykonania odpo-
wiednich opracowaĔ geodezyjnych. Ten oczywisty fakt, a takĪe zachĊta ze stro-
ny wykonawców tego typu robót, skáoniáy autorów do przeprowadzenia
rozwaĪaĔ nad najtaĔszą metodą wykonywania pomiarów, znaną doskonale za-
równo z literatury jak i z praktyki geodezyjnej, to jest metodą otaczających
stycznych.

RozwaĪania dotyczyü bĊdą gáównie obiektów o ksztaácie hiperboloidy
jednopowáokowej. W pracy skoncentrowano siĊ na teoretycznym algorytmie
wyznaczania dáugoĞci stycznej do powierzchni, na podstawie pomiaru kierun-
ków stycznych do badanego obiektu. RozwaĪania praktyczne, wykazujące  jak
istotny jest wpáyw róĪnych sposobów wyznaczenia dáugoĞci stycznej na parametry
i odchyáki powierzchni rzeczywistej od modelowej przedstawili  àacina i ĩy-
gieáo  [2001] .
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ROZWA ANIA O D UGO CI  STYCZNEJ

NiezaleĪnie od stosowanej metody pomiaru, wyniki obserwacji punktów
reprezentujących obiekt poddawane są aproksymacji bazującej na ogólnym rów-
naniu powierzchni stopnia drugiego [Czaja  1984]. W wyniku aproksymacji
otrzymuje siĊ wspóáczynniki równania powierzchni modelowej, na podstawie
których oblicza siĊ parametry poáoĪenia i ksztaátu obiektu

Ogólna postaü równania powierzchni stopnia drugiego ma formĊ
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WystĊpujące w równaniu (1) wspóáczynniki aij = aji moĪna podzieliü przez
wybrany element (ze wzglĊdów numerycznych najdogodniej przez a11 lub
a22 [Preweda 1994]) otrzymamy wówczas, przy oznacze-

niach: 111
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WartoĞci wspóáczynników ijA  okreĞlamy na podstawie wspóárzĊdnych ob-
serwowanych punktów, których liczba musi byü wiĊksza lub równa iloĞci nie-
wiadomych.

W tym celu zestawia siĊ równania poprawek

4434241423131233
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Dla metody otaczających stycznych wspóárzĊdne obserwowanych punk-
tów wyznacza siĊ z zaleĪnoĞci:
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gdzie :
)Z,Y,X(  – wspóárzĊdne stanowiska,

l  – odlegáoĞü stanowiska od obserwowanego punktu,
[ ]ZYX e,e,e  – wektor równolegáy do stycznej, wyraĪony za pomocą obser-

wacji.
Przedstawiany w ogólnie znanej literaturze „klasyczny” przepis na dáugoĞü

stycznej jest znacznie przybliĪony w stosunku do obecnych moĪliwoĞci oblicze-
niowych [Gocaá 1980] . Algorytm znany z literatury zawiera w sobie pewną
nieĞcisáoĞü. Modyfikacja algorytmu przedstawiona w tej pracy pozwala na wy-
znaczenie parametrów poáoĪenia i ksztaátu powáoki kontrolowanej wzglĊdem
dowolnie zadanej powáoki modelowej, z dokáadnoĞcią porównywalną z wyni-
kami uzyskanymi na podstawie obserwacji znacznie kosztowniejszymi metoda-
mi pomiaru.

Zasadniczym problemem, jaki wystĊpuje w metodzie otaczających stycz-
nych, jest sposób ustalenia dáugoĞci stycznej. W literaturze przyjmuje siĊ, Īe
w rzucie poziomym styczna jest prostopadáa do promienia danego przekroju
obserwacyjnego, jak to zilustrowano to na rysunku poniĪej.
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ħródáo: opracowanie wáasne
Source: Own material.

Rysunek 1. Schemat wyznaczania dáugoĞci stycznej do powierzchni stopnia drugiego
wedáug dotychczasowych algorytmów

Figure 1. Schematic determination of the length of the tangent to the surface
of the second degree by existing algorithms,

W rzeczywistoĞci takie zaáoĪenie jest znacznym uproszczeniem problemu,
które powoduje, Īe metoda ta na dzieĔ dzisiejszy daje zdecydowanie gorsze
wyniki w porównaniu do metody biegunowej lub wciĊü przestrzennych.
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W zaleĪnoĞci od typu obiektu, jego gabarytów, odlegáoĞci od stanowiska,
kąta pionowego pod jakim obserwuje siĊ kierunek styczny oraz gruboĞci
powáoki faktyczna dáugoĞü stycznej bĊdzie wiĊksza lub mniejsza od dáugoĞci
wyznaczanej w myĞl zasady podanej powyĪej.

Dla przykáadu na rysunkach 2 i 3 przedstawiono teoretyczną (t1) i
faktyczną (t2) dáugoĞü stycznej do cháodni hiperboloidalnej.
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ħródáo: opracowanie wáasne
Source: own material.

Rysunek 2. DáugoĞci stycznych do hiperboloidy jednopowáokowej wyznaczane
wedáug dotychczasowego i zmodyfikowanego algorytmu

Figure 2. The lengths of the tangents to the hyperboloid of one designated by the former
and a modified algorithm
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ħródáo: opracowanie wáasne
Source: own material.

Rysunek 3. DáugoĞci stycznych do hiperboloidy jednopowáokowej wyznaczane wedáug
dotychczasowego i zmodyfikowanego algorytmu

Figure 3. The lengths of the tangents to the hyperboloid of onedetermined
by the existing and the modified algorithm
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W rezultacie zaáoĪenia, Īe dáugoĞü stycznej jest prostopadáa (w rzucie po-
ziomym) do promienia, „wychodzimy” poza badany obiekt lub „wchodzimy” do
jego Ğrodka. Tym samym tak wyznaczone wspóárzĊdne punktów stycznoĞci
reprezentują w pewien przybliĪony model powáoki.

α
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ħródáo: opracowanie wáasne
Source: own material.

Rysunek 4. PrzybliĪony i faktyczny model powáoki
Figure 4. Estimated and actual shell model

WYZNACZENIE D UGO CI STYCZNEJ
DO HIPERBOLOIDY JEDNOPOW OKOWEJ

DáugoĞü stycznej wyznaczymy w oparciu o równanie kanoniczne po-
wierzchni.

Niech bĊdzie dana hiperboloida jednopowáokowa H o pionowej osi i Ğrod-
ku ( )000 z,,  dana równaniem
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Obierzmy wektor L  o  początku w ustalonym punkcie (stanowisku)
( )iii z,y,x i koĔcu w punkcie stycznoĞci z powierzchnią H, oznaczonym przez
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W punkcie P wystawmy wektor Hn ⊥  taki, Īe: ]f,f,f[n zyx=
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Równanie (7) przedstawia páaszczyznĊ, na której leĪą punkty stycznoĞci
prostych przechodzących przez obrany punkt (xi, yi, zi) z powierzchnią H.

Wprowadzając oznaczenia:
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páaszczyznĊ π moĪna zapisaü w postaci

( ) 00 =−γ−β+α zz~y~x~

JeĪeli styczne byáyby wyprowadzane z punktu na wysokoĞci Ğrodka hiper-
boloidy, czyli dla 0zzi = , wówczas 01 =−β+α y~x~ .

Obserwacje α i ϕ kierunków stycznych pozwalają zapisaü punkt
P(x, y, z)
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gdzie l jest  poziomą dáugoĞcią celowej.
Punkt P naleĪy zarówno do powierzchni H jak i do páaszczyzny π, musi,

zatem czyniü zadoĞü równaniom (6) oraz (7), co pozwala zapisaü
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Odejmując od (8) równanie (9) i wykonując odpowiednie przeksztaácenia
otrzymujemy:
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W dalszej czĊĞci wyznaczmy równanie wiązki celowej. Przyrównajmy
równania (10) oraz (11). Z proporcjonalnoĞci ilorazów otrzymujemy:
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Po uproszczeniu identycznych wyrazów i wprowadzeniu oznaczeĔ:
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Równanie (12) wyraĪa związek miĊdzy parametrami wybranej powierzch-
ni oraz obserwacjami α i ϕ.

– Przypadek szczególny: hiperboloida obrotowa ( ba = )
JeĞli ba =  wówczas równanie (10) przyjmie postaü
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związek (12) moĪna zapisaü w postaci
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D UGO  STYCZNEJ DO DOWOLNEJ POWIERZCHNI
STOPNIA DRUGIEGO

Obierzmy wektor L  o początku w stanowisku ( )iiii z,y,xS =  i koĔcu w
punkcie stycznoĞci z powierzchnią H oznaczonym przez ( )z,y,xP
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przy czym l jest  poziomą dáugoĞcią stycznej.
Inaczej moĪna zapisaü
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i otrzymujemy
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WNIOSKI I PODSUMOWANIE

Modyfikacja dotychczas stosowanego algorytmu korzystnie wpáywa na
otrzymane wyniki i ich ocenĊ dokáadnoĞci. Praktyczną weryfikacjĊ opracowane-
go algorytmu wyznaczania dáugoĞci stycznej do powierzchni stopnia drugiego
przeprowadzono wykonując obliczenia dla obiektów rzeczywistych i modelo-
wych. Zastosowano równieĪ metodĊ wciĊü stoĪkowych. Obliczenia potwierdziáy
sáusznoĞü rozwaĪaĔ przeprowadzonych w tej pracy. Wybraną dokumentacjĊ
z przeprowadzonych badaĔ zamieszczono w [JasiĔska , Preweda  2004] oraz
[JasiĔska , Preweda  2012].
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