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ZMODYFIKOWANY ALGORYTM WYZNACZANIA
DELUGOSCI STYCZNEJ DO POWIERZCHNI DRUGIEGO
STOPNIA

A MODIFIED ALGORITHM FOR THE LENGTH OF
THE TANGENT TO THE SURFACE OF THE SECOND DEGREE

Streszczenie

W artykule przedstawiono doktadny algorytm obliczania dtugosci stycz-
nych do powierzchni drugiego stopnia. Wykorzystano w tym celu wyniki z pomia-
réow metody otaczajacych stycznych dla wybranego obiektu jednopowtokowego.
Rozwazania przeprowadzono dla obiektow o ksztalcie hiperboloidy jednopowto-
kowej. Wykorzystanie danego algorytmu pozwala obliczy¢ lokalizacjg i ksztalt,
ale rowniez parametry powloki, ktory w porownaniu do wczesniej stosowanych
metod, pozwala uzyskac lepsza precyzje, niz ta obliczona na podstawie dotychczas
istniejacych algorytmoéw. Modyfikacja przedstawionego algorytmu pozwala na
zwigkszenie doktadnos$ci ostatecznych wynikow, przy wykorzystaniu proponowa-
nej metody pomiaru. Rozwiazanie takie pozwala zaoszczgdzi¢ §rodki finansowe
oraz czas.

Stowa Kkluczowe: powierzchnia drugiego stopnia, aproksymacja ksztaltu
powierzchni, dlugos¢ stycznej, obiekt jednopowtokowy, chtodnie kominowe

Summary

This article presents exact algorithm for calculation “length of tangent” to
quadric surface based on results of measurement tangent directions to shell object.
The considerations are mainly about one-sheet hyperboloid shape. The
considerations made for the objects in the shape of hyperboloid of one sheet.
Using the algorithm can calculate the location and shape, but also the parameters
of the shell, which compared to previously used methods, allows for better
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precision than that calculated on the basis of previously existing algorithms.
Modification of the algorithm presented allows to increase the accuracy of the
final results, using the proposed method of measurement. This solution saves
money and time.

Key words: quadric surface, surface shape approximation, length of tangent, one-
sheet hyperboloid, cooling towers

WSTEP

Obiekty powlokowe stanowia specyficzne konstrukcje, wyrdzniajace si¢
architektonicznie w otaczajacej przestrzeni. Zachowanie przez budowle witasci-
wego ksztaltu jest sprawa istotna, gdyz zmiana geometrii moze doprowadzi¢ do
katastrofy budowlanej. Aby unikna¢ tragicznych skutkéw, prowadzona jest ob-
sluga geodezyjna, rozumiana, jako prace w czasie wznoszenia budowli, pomiar
powykonawczy i okresowe pomiary inwentaryzacyjne.

Parametry potozenia i ksztattu budowli powlokowych wyznacza si¢
W oparciu o wyniki pomiarow inwentaryzacyjnych wykonanych technika geode-
zyjna lub fotogrametryczna. Powloka kontrolowanego obiektu reprezentowana
jest przez zbior punktow obserwacyjnych, ktérymi moga by¢ punkty sygnalizo-
wane odpowiednimi znakami na jego powierzchni, jak to ma miejsce w przy-
padku pomiarow wykonanych metoda wcie¢ przestrzennych, biegunowa lub
fotogrametryczna, lub punkty stycznosci celowych. Doboér metody pomiaru za-
lezy od rodzaju obiektu i warunkéw terenowych, ale w praktyce najczesciej od
mozliwo$ci finansowych zleceniodawcy badan oraz od sprzetu pomiarowego
wykonawcy.

Stosowanie sprze¢tu o wysokiej precyzji zapewnia wysoka doktadnosé
opracowan i jest przez autoréw goraco polecane. Sprzet ten jest jednak w dal-
szym ciagu drogi, a z tym w prosty sposob wiaza si¢ koszty wykonania odpo-
wiednich opracowan geodezyjnych. Ten oczywisty fakt, a takze zacheta ze stro-
ny wykonawcow tego typu robot, sktonily autorow do przeprowadzenia
rozwazan nad najtansza metoda wykonywania pomiarow, znana doskonale za-
rowno z literatury jak iz praktyki geodezyjnej, to jest metoda otaczajacych
stycznych.

Rozwazania dotyczy¢ beda glownie obiektéw o ksztalcie hiperboloidy
jednopowtokowej. W pracy skoncentrowano si¢ na teoretycznym algorytmie
wyznaczania dlugosci stycznej do powierzchni, na podstawie pomiaru kierun-
kow stycznych do badanego obiektu. Rozwazania praktyczne, wykazujace jak
istotny jest wptyw réznych sposobodw wyznaczenia dtugosci stycznej na parametry
i odchytki powierzchni rzeczywistej od modelowej przedstawili Lacina i Zy-
gieto [2001].
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ROZWAZANIA O DLUGOSCI STYCZNEJ

Niezaleznie od stosowanej metody pomiaru, wyniki obserwacji punktow
reprezentujacych obiekt poddawane sg aproksymacji bazujacej na ogdlnym row-
naniu powierzchni stopnia drugiego [Czaja 1984]. W wyniku aproksymacji
otrzymuje si¢ wspolczynniki réwnania powierzchni modelowej, na podstawie
ktorych oblicza sig parametry potozenia i ksztaltu obiektu

Ogolna posta¢ rownania powierzchni stopnia drugiego ma formeg

F(x,y,z)=a,x" +a,y° +az° +
+2a,xy +2a;xz+2a,;yz + (1)
+2a,x+2a,,y+2ay,z+a,, =0

Roéwnanie (1) mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym

=0 )

— N e =

Wystepujace w rownaniu (1) wspoétczynniki a; = a; mozna podzieli¢ przez
wybrany element (ze wzgledow numerycznych najdogodniej przez a;; lub
a,; [Preweda 1994]) otrzymamy wOowcCzas, przy oznacze-

a..
niach: 4, :ai’ A4,, =1, nastgpujaca posta¢ rownania (1)
11
2 2 2
F(x,,z)=x"+ A4,y + 432" +
+2A4,,xy +2A3x2+ 24,5 yz + 3)
+2A4,,x+2A4,,y+2A45,z+ Ay =0

Wartosci wspotezynnikéw 4, okreslamy na podstawie wspolrzednych ob-

serwowanych punktow, ktorych liczba musi by¢ wigksza lub rowna ilosci nie-
wiadomych.
W tym celu zestawia si¢ réwnania poprawek

V=X 4y Ay + 27 Agy + 2xVA;, + 2X2A,5 + 29245, + 2XA1, + 2945, + 2245, + A, (4)

Dla metody otaczajacych stycznych wspotrzedne obserwowanych punk-
tow wyznacza si¢ z zaleznos$ci:
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x=X+eyl
y=X+e,l ®)
z=X+e,l

gdzie :

(X,Y,Z) — wspotrzedne stanowiska,

[ — odlegtos¢ stanowiska od obserwowanego punktu,

ley.e,.e, | — wektor réwnolegly do stycznej, wyrazony za pomoca obser-

wacji.

Przedstawiany w ogolnie znanej literaturze ,,klasyczny” przepis na dtugosé¢
stycznej jest znacznie przyblizony w stosunku do obecnych mozliwo$ci oblicze-
niowych [Gocat 1980] . Algorytm znany z literatury zawiera w sobie pewna
niescistos¢. Modyfikacja algorytmu przedstawiona w tej pracy pozwala na wy-
znaczenie parametréw potozenia i ksztattu powloki kontrolowanej wzgledem
dowolnie zadanej powtoki modelowej, z doktadno$cia poréwnywalna z wyni-
kami uzyskanymi na podstawie obserwacji znacznie kosztowniejszymi metoda-
mi pomiaru.

Zasadniczym problemem, jaki wystepuje w metodzie otaczajacych stycz-
nych, jest sposob ustalenia dtugosci stycznej. W literaturze przyjmuje sig, ze
W rzucie poziomym styczna jest prostopadta do promienia danego przekroju
obserwacyjnego, jak to zilustrowano to na rysunku ponize;j.

Zrédto: opracowanie wlasne
Source: Own material.

Rysunek 1. Schemat wyznaczania dtugosci stycznej do powierzchni stopnia drugiego
wedtug dotychczasowych algorytmow
Figure 1. Schematic determination of the length of the tangent to the surface
of the second degree by existing algorithms,

W rzeczywistos$ci takie zatozenie jest znacznym uproszczeniem problemu,
ktore powoduje, ze metoda ta na dzien dzisiejszy daje zdecydowanie gorsze

wyniki w poréwnaniu do metody biegunowej lub wcig¢ przestrzennych.
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W zaleznosci od typu obiektu, jego gabarytow, odleglosci od stanowiska,
kata pionowego pod jakim obserwuje si¢ kierunek styczny oraz grubosci
powloki faktyczna dlugos¢ stycznej bedzie wigksza lub mniejsza od dlugosci
wyznaczanej w mysl zasady podanej powyzej.

Dla przyktadu na rysunkach 2 i 3 przedstawiono teoretyczna (t;) i
faktyczna (t;) dlugos¢ stycznej do chtodni hiperboloidalne;.

Zrddto: opracowanie wlasne
Source: own material.

Rysunek 2. Dhugosci stycznych do hiperboloidy jednopowlokowej wyznaczane
wedhug dotychczasowego i zmodyfikowanego algorytmu
Figure 2. The lengths of the tangents to the hyperboloid of one designated by the former
and a modified algorithm

Zrddto: opracowanie wlasne
Source: own material.

Rysunek 3. Dlugosci stycznych do hiperboloidy jednopowtokowej wyznaczane wedtug
dotychczasowego i zmodyfikowanego algorytmu
Figure 3. The lengths of the tangents to the hyperboloid of onedetermined
by the existing and the modified algorithm
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W rezultacie zatozenia, ze dtugos¢ stycznej jest prostopadia (w rzucie po-
ziomym) do promienia, ,,wychodzimy” poza badany obiekt lub ,,wchodzimy” do
jego srodka. Tym samym tak wyznaczone wspolrzedne punktow stycznosci
reprezentuja w pewien przyblizony model powtoki.

Zrbdto: opracowanie wlasne
Source: own material.

Rysunek 4. Przyblizony i faktyczny model powtoki
Figure 4. Estimated and actual shell model

WYZNACZENIE DEUGOSCI STYCZNEJ
DO HIPERBOLOIDY JEDNOPOWLOKOWEJ

Dhugo$¢ stycznej wyznaczymy w oparciu o rownanie kanoniczne po-

wierzchni.

Niech bedzie dana hiperboloida jednopowltokowa H o pionowej osi i $rod-
ku (0,0, z,) dana réwnaniem

>y (z-z)
H:  f(xypz)=—+2l 1272070 1oy (©6)
a

Obierzmy wektor L o poczatku w ustalonym punkcie (stanowisku)
(x,,v,,z,;)ikoncu w punkcie stycznoéci z powierzchnia H, oznaczonym przez

P(x,y,z)

Z:[x_xi’y_yi’z_zi]
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W punkcie P wystawmy wektor nlH taki, ze: n = [fof). 1.1

Z:Fl A al}:[ﬁ 2y —2(2—20)}

ox 5 0z PR

1 niech Nz%; . Zachodzi L J_N, azatem Lo N = 0, co daje:

(r=x )t (=) Em(z=2,) 250 g +(Z_Zo)2_(Z—ZO)2
i a2 y yi b2 i 2 = 5 5

Stad otrzymujemy:

2y ) xy oy (mzlemz), Gon)
a’ b? c? a’ b? c? c?
ﬁ_i_y_z_(Z_ZO) X xl yy[ (Zi_ZO)(Z_ZO)=O
a’ b c? a’ b? c?
Po uwzglednieniu (6)
) XX Vi (Zi_Zo)(Z_Zo)_
. = + h 2 =0 (7

Roéwnanie (7) przedstawia plaszczyzne, na ktorej leza punkty stycznosci
prostych przechodzacych przez obrany punkt (x; y;, z;) z powierzchnia H.
Wprowadzajac oznaczenia:

X, Vi ; ~
—:(X’ — =P, ——= ,
a’ b P 2 v

ptaszczyzng © mozna zapisa¢ w postaci
Ax+By-7(z—2z,)=0

Jezeli styczne bylyby wyprowadzane z punktu na wysokosci srodka hiper-
boloidy, czyli dla z, = z,, wowczas & x+P y—1=0.
Obserwacje o i ¢ kierunkow stycznych pozwalaja zapisa¢ punkt
P,y z)
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x=x; +lcosa
y=y;,+lsino
z=2z,+1tg@

gdzie / jest pozioma dlugoscia celowe;.
Punkt P nalezy zarowno do powierzchni H jak i do plaszczyzny &, musi,
zatem czyni¢ zado$¢ rownaniom (6) oraz (7), co pozwala zapisaé

(lcosoc+xl.)2 N (lsinoc+yi)2 _ (ltgp+z, —20)2

=1 8
a’ b? c? ®
oraz
xi(lcosoc+xl.) yi(lsinoc+yl.) (zi—zo)(ltg(p+zi—zo)
a’ " b? - c? = ®)

Odejmujac od (8) réwnanie (9) i wykonujac odpowiednie przeksztalcenia
otrzymujemy:

Icos(x(lcosoc+xi)+ lsinoc(lsinoc+yi)_ Itgo(ltgo+z,—z,) —0 |- (abc)2
a’ b? c? /
(l cos” oL+ x; cos OL)(bc)2 + (lsin2 o+ Yy, sin OL)(ac)2 - (l 1g° @+(z, —z,)tg (p)(ab)2 =0

2.2

1b*c? cos® o+ x,b*c* cosa+1 a’c’ sin® o+ y,a’c’

sino—1 a*b* tg> 9—a’b*(z, —z,)tg =0
/ (bzc2 cos® a+a’c? sin® o.—a’b’ tg’ (p)z a’b*(z, -z, )tg @ —x,p’c* coso.— y,a’c’ sino,
W efekcie obliczymy dtugos¢ stycznej /

/= a’bh*(z, -z, )tg 9—x,b*c* cosa.— y,a’c’ sina.

(10)

cz(b2 cos” o+ a’ sin® 0()— a’b*tg’ ¢

Z réwnania (9)

. 2 2 2
i X cos o + i simo (z, =z )tg @ XY (2, = 20) ‘ b2
2 2 2 - 2 2 2
a b c a” b c
stad:
/ (xl.b2c2 cos()L+yl.azc2 sin(x—a2b2(z, —zy)tg (p)= a’h’c® —xp’c’ —y.a*c’ +a*b’(z, —20)2

1
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c? (azb2 —x}b’ —yizaz)+ a’b*(z, -z, )

[ =
c? (xib2 cosou+ y,a’ sin Oc)—azb2 (z,—z,)tg ®

(In

W dalszej czes$ci wyznaczmy réwnanie wiazki celowej. Przyrownajmy
rownania (10) oraz (11). Z proporcjonalnosci ilorazéw otrzymujemy:

212 212
ab a’b .
(azb2 -x'b*—yla’ +c—2(zi —Zo)sz( " tg’@—b’cos’ ¢ —a’ sin’ 0{) =

272 2
= a—(z —z, g —x,b* —y.a’si
= le-2 g@—x,b” cosa—y,a” sina

Wykonujac kolejne przeksztatcenia otrzymujemy:

212
a'b 2 2 2 2 .2
e tg p—b cos"x—a"sin” o —

2 2 2 2
. a a® .
-x’ C—ztg2¢+xl? a—zcos2 a+x’sin®a—y’ C—ztg2¢+yf b—zsm2 a+ylcos’ o+

272 2 2
a b 2 2 2 2 a 2 .2
+74(Z[—ZO) g qo——z(z[—zo) cos 0{——2(2[—20) sin” o =
c c c
272 22 272 2
ab” , , ab” , , a’b 2 2 2
= = z g+ o Zytg =2 o z,Z,1g (p+a—2xi cos” a+

2

a 2 . 2 2 .
+C—2yl. sin” o+ 2x, y, cosarsinor —

2 2 2 2
a’ . b a .
—2[x,. z ?COSOttg(/)+y,. z, c—2s1n ouge —x, 0—220 cosaugY —y, 0—220 sin atg(pJ

Po uproszczeniu identycznych wyrazéow i wprowadzeniu oznaczen:
. 2
W, =c*(x, sino.—y, cos )
W, =—c’ (a2 sin® a.+b* cos’ Oc)
Wy =a’h’ig¢
W, = —(azzg sin® a.+b*z] cos’ oc)
W,=-2z (bzx cosaugd+a’y, sin cugp— b’ o —a’z,si 20{)
5 0 i g yi g Zi cos a Zi sin

Wy = —(bzzi2 cos> au+a’z’ sin’ Oc)
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W, =—1g o(b*x} +a’y})

W, =2b"x,z, cosoutg

W, =2a’y,z, sinaitg 0
otrzymujemy réwnanie

9
YW, =0 (12)
i=1

Roéwnanie (12) wyraza zwiazek miedzy parametrami wybranej powierzch-
ni oraz obserwacjami o i .

—  Przypadek szczegolny: hiperboloida obrotowa (a =5)

Jesli a =b wowczas rownanie (10) przyjmie postac

az(zi —Zo)tg(p—cz(xi cos oL+ y, sino.)

l= 13
ct—a’tg’ @ (13
Podobnie rownanie (11)
PO U e ) L R (14
c2(xi cos o+ y; sinoc)—az(zi —2,)tg @
Oznaczajac
K, = “253
c
K, = a’

K,=-2 a 220 (z, —tg o(x, cos o+ y, sina))
c

4
a
Ky=——51"0
c
2

K, = a—z{[zi —tg (p(xi cos O+ y; sin OL)]2 +tg2 (p(xi Sind,—y; cos Oc)z}
c

K, =—(x, sino.—y, cos Oc)2
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zwiazek (12) mozna zapisa¢ w postaci

ZG:Kk =0 (15)
k=1

DLUGOSC STYCZNEJ DO DOWOLNEJ POWIERZCHNI
STOPNIA DRUGIEGO

Obierzmy wektor L o poczatku w stanowisku S, = (x;,y;,z,) i koncu w
punkcie stycznosci z powierzchnia H oznaczonym przez P(x,y,z)

Z:[x_xi’y_yi’z_zi] :l[ex’ey’ez]:I[COS(P:Sin(P’tg(P]

przy czym [ jest pozioma dlugoscia styczne;.
Inaczej mozna zapisac

P(x’ylz):Si(xi’yi’Zi)+L (16)

W punkcie P wystawmy wektor nlH taki, ze: 2=[ Sos oo f21s

~ {Bf of af}

AEEE

oF =2a,,x+2a,y+2a,,z+2a,,

F
8_ =2a,,x+2a,y+2a,z+2a,,

dy

F
oF =2a3x+2a,,y+2ay;,z+ 2a,,
Z

i niech N = %2 . Zachodzi LLN,azatem LoN =0, co po uwzglednieniu (16)
daje
la“(X+exl)+a12(Y+eyl)+ a13(Z+eZl)+a14Jex +
+ [alz()(+exl)+a22 (Y+eyl)+ a,(Z +ezl)+a24]ey +

+[a13(X+exl)+a23(Y+eyl)+a33(X+ezl)+a34]ez =0
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1 otrzymujemy
la, X +a,Y +a,Z+a,le, +[a,X +a,Y +a,Z +a24]ey +la X +ay,Y +anZ +ay,le. +

+ [a“exl + aueyl + a13ezl]ex + [alzexl + azzeyl + a23ezl]ey + [amexl + a23e},l + a33ezl]ez =0

Po przeksztatceniach

B [a11X+a12Y+a13Z+a14]ex +[a12X+a22Y+a23Z+a24]ey +[a13X+a23Y+a33Z+a34]eZ

la“ex tape, + alSezJe.r + laIZe.r +taye, +a23€zJ€y + lanex +aye, +a33ezJez

Upraszczajac powyzszy zapis otrzymujemy ostateczny wzOr na pozioma
dtugos$¢ stycznej /

3 [aHX+a12Y+a]3Z+al4]ex +[a12X+a22Y+a23Z+a24]ey +[a,3X+az3Y+a33Z+a34]eZ

2 2 2
aje,” +aype,” +aye, +2alzexey+2a]3exez++2a23eyez

WNIOSKI I PODSUMOWANIE

Modyfikacja dotychczas stosowanego algorytmu korzystnie wplywa na
otrzymane wyniki i ich ocen¢ doktadnosci. Praktyczna weryfikacj¢ opracowane-
go algorytmu wyznaczania dlugosci stycznej do powierzchni stopnia drugiego
przeprowadzono wykonujac obliczenia dla obiektéw rzeczywistych i modelo-
wych. Zastosowano réwniez metod¢ wcigé stozkowych. Obliczenia potwierdzity
stuszno$¢ rozwazan przeprowadzonych w tej pracy. Wybrana dokumentacje
z przeprowadzonych badan zamieszczono w [Jasifiska , Preweda 2004] oraz
[Jasinska , Preweda 2012].
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