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POROWNANIE WSKAZNIKA STANDARYZOWANEGO
OPADU (SPI) WYZNACZONEGO ZA POMOCA
ROZKEADU GAMMA I ROZKEADU NORMALNEGO
DLA MIESIECZNYCH SUM OPADOW

THE COMPARISON OF STANDARDIZED
PRECIPITATION INDEX (SPI) EVALUATED BY GAMMA
AND NORMAL DISTRIBUTION
FOR MONTHLY PRECIPITATION SUMS

Streszczenie

W pracy przedstawiono dwie metody obliczania wskaznika standaryzowa-
nego opadu (SPI-standardized precipitation index) [McKee i in. 1993, 1995].
Pierwsza z nich jest oparta na fakcie, ze empiryczne rozktady czg¢stosci miesigcz-
nych sum opadoéw najcze¢sciej podlegaja rozktadowi gamma (Kaczmarek 1970).
Weryfikacja hipotezy o zgodnosci empirycznych rozktadow miesigcznych sum
opadéw w wieloleciu 1964-2009 we Wroctawiu-Swojcu z rozkladem gamma,
potwierdzita ten fakt. Druga metoda wyznaczania wskaznika standaryzowanego
opadu polega na obliczeniu wielkosci: x = @ ~'(F (x)) » gdzie: F jest dystrybu-
anta rozkladu gamma z parametrami estymowanymi na podstawie analizowanego
zbioru danych, a @ dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego (McKee i
in. 1993,1995). W praktyce czgsto wykorzystywany jest nastgpujacy fakt: dla
zmiennej losowej X o rozktadzie gamma, zmienna Z = /X ma w przyblizeniu
rozktad normalny (Krishnamoorthy K. i in. 2008). W celu wyznaczenia wspot-
czynnika SPI stosowane sa rowniez transformacje: x — 3/c + x 0raz x — Inx. Za

pomoca dwoch prezentowanych metod wyznaczono wskazniki standaryzowanego
opadu (SPI) dla miesigcznych sum opadéw w wieloleciu 1964-2009. Nastgpnie
poréwnano ze soba oceny warunkow opadowych dla miesigcznych sum za pomo-
ca SPI, wyznaczonego z zastosowaniem rozkladu gamma i rozktadu normalnego.
Stwierdzono, ze klasyfikacje warunkow opadowych za pomoca wskaznika SPI
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mozna przeprowadzi¢ korzystajac zarowno z rozkladu gamma jak i z rozktadu
normalnego.

Stowa kluczowe: wskaznik standaryzowanego opadu, rozktad gamma, standary-
zowany rozktad normalny

Summary

In the study two methods of counting SPI (standardized precipitation index)
are given (McKee i in. 1993, 1995). The first of them is based on the fact that em-
pirical distributions of monthly precipitation sums are usually gamma distributed
(Kaczmarek 1970). The verification of goodness-of fit test hypothesis of empirical
distribution of monthly precipitation sums in the years 1964-2009 in Wroctaw-
Swojec, with gamma distribution, confirmed that. The second method of SPI
evaluation relies on counting the value: x = ® ~'(F (x)) , where F is a distribu-

tion function of gamma distribution with parameters estimated on the basis of
analyzed data set, and ® is a distribution function of standardized normal distri-
bution (McKee i in. 1993,1995). In practice, the following fact is often taken into
account: for a random variable X gamma distributed, variable 7 = /X has ap-
proximately normal distribution (Krishnamoorthy K. i in. 2008). In order to esti-
mate SPI, other transformations are tested: x —3/c+x and x —lInx.. With the

use of those two methods, SPI for monthly precipitation sums in the years 1964-
2009 were evaluated. Then, precipitation conditions for monthly precipitation
sums, assessed by SPI counted with the use of gamma or normal distribution, were
compared. It has been shown that the precipitation conditions may be classified
with the use of SPI based both on gamma and normal distributions.

Key words: standardized precipitation index, relative precipitation index, prob-
ability distribution

WSTEP

W literaturze spotykamy rozne metody wyznaczania wskaznika standa-
ryzowanego opadu (SPI-standardized precipitation index) [Mckee i in. 1993,
1995]. W jednej z metod wykorzystuje si¢ rozktad normalny. Wyznaczanie SPI
z zastosowaniem rozkladu normalnego polega na obliczeniu wielko-
Sci:x=d7'(F(x)), gdzie: F jest dystrybuantg rozkltadu gamma z parametrami
estymowanymi na podstawie analizowanego zbioru danych, a @ jest dystrybu-
anta standardowego rozktadu normalnego [McKee i in. 1993,1995]. W praktyce
czesto wykorzystywany jest nastepujacy fakt: dla zmiennej losowej X o rozkta-
dzie gamma zmienna Z =3/¥ ma w przyblizeniu rozktad normalny (Krishnamo-
orthy K. 1 in. 2008). Wykorzystujac ten fakt mozna zaproponowac przyblizony
sposob obliczania wskaznika SPI poprzez standaryzacj¢ zmiennej losowej
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Z=3x . Do obliczenia wskaznika standaryzowanego opadu stosowane sa row-

niez inne transformacje: x = 3/c+x; x > Inx.

Drugie podejscie polega na zastosowaniu rozktadu gamma do wyznaczania
wskaznika SPI. Wyznaczanie SPI z zastosowaniem rozkladu gamma jest oparte
na fakcie, ze empiryczne rozklady czgstosci miesigcznych sum opadow ksztat-
tem najczesciej przypominaja rozktad gamma (Kaczmarek, 1970). Wyznaczenie
funkcji gestosci dla rozktadu gamma wymaga znajomosci dwoch parametrow o i
B, znanych jako parametr skali i ksztaltu. W pracy wykorzystano podejscie
Edwards i Mckce [1997)], ktorzy zaproponowali jako przyblizenie parametrow
o i B estymatory wyznaczone przez Thoma [1958] metoda najwigkszej wiary-
godnosci.

Celem prezentowanej pracy jest porownanie klasyfikacji warunkoéw opa-
dowych okreséw miesigcznych w wieloleciu 1964-2009 za pomoca wskaznika
standaryzowanego opadu wyznaczonego bezposrednio z rozktadu gamma i z
zastosowania wymienionych wczesniej transformacji prowadzacych do rozkladu
normalnego.

METODY BADAN

Pierwszy etap badan, to weryfikacja hipotezy o zgodnos$ci rozktadéw em-
pirycznych miesigcznych sum opadéw z rozktadem gamma za pomoca testu y .
Badania przeprowadzono dla kazdego miesiaca w roku na podstawie pomiaréw
wykonanych w obserwatorium Agro- i Hydrometeorologii w wieloleciu 1964-
2009 we Wroctawiu-Swojcu. Zatozono, ze miesigczne sumy opadéw w wielole-
ciu 1964-2009 we Wroctawiu-Swojcu podlegaja rozktadowi gamma.

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej X o rozkladzie
gamma ma postac:

1 -l X
fx) = ,[)’“F(O()x exp( /1) dla x>0 )
0 dla x<0
gdzie:
>0 jest parametrem ksztattu,
B jest parametrem skali,
() jest funkcja gamma zdefiniowana nastgpujaco:

INa) = Ty“’le’ydy . (2)
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Edwards i Mekce [1997] zaproponowali jako przyblizenie parametrow o
i B estymatory wyznaczone przez Thoma [1958] metoda najwigkszej wiarygod-
nosci postaci:

y= s 144 3)
44 3
X .
=—, gdzie A:ln(f)—Ma 4
a n

gdzie: n jest liczba obserwacji w ciagu opadowym.

Calkujac funkcje gestosci ze wzgledu na x 1 wstawiajac zamiast parame-
trow o, B ich estymatory & i [ otrzymuje si¢ dystrybuante dla miesigcznych
sum opadowych, dla okreslonego opadu x:

P = [ F0xs = ot [ et )

ﬂ“l"(

Majac dopasowany rozktad dla miesigcznych sum opadowych mozna, idac
za Edwards 1 Mckee (1997), dokona¢ przyblizonej transformacji rozktadu gam-
ma do standardowego rozkladu normalnego, wyznaczajac wskazniki SPI wprost
z nastgpujacych wzoréw [Abramowitz i Stegun 1965]:

c, +ot+ c2t2

SPI =—(t— , dla 0<H(x)<0.5 6
( 1+d1t+d2t2+d3t3) ) (©)
2
SPI=¢——STALYEl g 05<H(x) <1, 7)
l+dt+d,t”+dt

1

gdzie: t= ln[—} dla 0<H(x)<0.5, (8)
(H (x))*

ln{%} dla 05<H(x)<I1 dla 9)

(H(x))

W obliczeniach zastosowano nastgpujace wspolczynniki zaproponowane
przez Abramowitz i Stegun [1965]:

¢, =2.515517 ¢, =0.802853 ¢, =0.010328

10
d, =1.432788 d,=0.189269 d, =0.001308 (10)
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Wyznaczanie SPI z zastosowaniem rozktadu normalnego polega na obli-
czeniu wielkosci:

x=®(F(x)) (11)
gdzie:
F - dystrybuanta rozktadu gamma z parametrami estymowanymi na
podstawie analizowanego zbioru danych
® — dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego [McKee i in.

1993,1995].
W praktyce czgsto wykorzystywany jest nastgpujacy fakt: dla zmiennej lo-

sowej X o rozktadzie gamma zmienna Z = %/Y ma w przyblizeniu rozktad nor-
malny [Krishnamoorthy i. in. 2008]. Wykorzystujac ten fakt mozna zapropono-
waé nastegpujacy przyblizony sposob obliczania wspotczynnika SPI: dla danej
wartosci x =0
3 _ A
SPI = ‘/;A # (12)
o

gdzie 4 1 & oznaczaja $rednig i odchylenie standardowe dla danych podda-
nych transformacji

x—Yx. (13)
Do obliczania wspotczynnika SPI stosowane sa rowniez transformacje:

x —>3c+x oraz x> Inx, (14)

W dalszym ciagu rozwazan bgdziemy oblicza¢ SPI przy uzyciu podejscia,
w ktérym korzystamy z jednej z transformacji opisanej rownaniami (13) i (14).

Etapy prowadzace do wyznaczenia wskaznika SPI sa nastgpujace:

— normalizacja okresowych sum opaddéw, za pomoca wybranych trans-
formac;ji,

— weryfikacja hipotezy o zgodnosci rozktadu transformowanej zmiennej
z rozktadem normalnym za pomoca testu Shapiro-Wilka,

— standaryzacja transformowanych danych i wyznaczenie SPI.

Dla sumy opadow x (w pracy sa to miesigczne sumy opadow) wskaznik
SPI jest zdefiniowany za pomocg wzoru:

Y-
o

SPI = (15)
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gdzie:
Y  —zmienna losowa, ktérej warto$ciami sq miesigczne sumy opadow
po transformacji (13) lub (14), przeksztatcajacej rozktad gamma w
rozktad normalny,
[ —warto$¢ estymatora parametru 4 ($rednia warto$¢ znormalizowa-
nego ciagu sum opadow),
O —warto$§¢ estymatora parametru O (odchyleniem standardowym
znormalizowanego ciagu sum opadow).
System klasyfikacji warunkow opadowych za pomoca SPI dla warunkow
polskich, zaproponowany przez Labedzkiego [2006] oraz wartosci prawdopo-
dobienstw wystgpowania roznych rodzajow okresow zawarto w tabeli 1.

Tabela 1. Klasyfikacja warunkow opadowych wedtug wskaznika standaryzowanego
opadu (SPI) i odpowiadajace im prawdopodobienstwa
Table 1. Precipitation condition classification according
to the standardized precipitation index (SPI) and corresponding probabilities

. Prawdopodobienstwa

SPI Okres Period Prorl))abili ties
SPI<-2,0 ekstremalnie suchy / extremely dry P(SPI<-2)=0,02
-2,00<SPI<-1,50 bardzo suchy /very dry P(-2<SPI<-1,5)=0,04
-1.50<SPI<-0,50 suchy / dry P(-1,5<SPI<-0,5)=0,25
-0,5<SPI<0,5 normalny / normal P(-0,5<SP1<0,5)=0,38
0,5 < SPI<1,5 wilgotny / wet P(0,5 < SPI<1,5)=0,25
1,5 < SPI<2 bardzo wilgotny / very wet P(1,5<SPI<2)=0,04
SPI>2 ekstremalnie wilgotny / extremely wet P(SPI>2)=0,02

Zrodto: opracowane przez Labedzkiego [2006].

WYNIKI BADAN

Pierwszy etap badan, to weryfikacja hipotezy o zgodnos$ci rozktadow em-
pirycznych miesigcznych sum opadéw z rozktadem gamma za pomoca testu y’.
Badania przeprowadzono dla kazdego miesiaca w roku na wynikach pomiarow
przeprowadzonych w obserwatorium Agro- i Hydrometeorologii w wieloleciu
1964-2009 we Wroctawiu-Swojcu. Weryfikacja hipotezy o zgodnosci empirycz-
nych rozktadéw miesigcznych sum opadow w wieloleciu 1964-2009 z rozkta-
dem gamma, potwierdzita ten fakt. Nastgpnie dobierajac odpowiednia transfor-
macje i weryfikujac hipoteze o zgodnosci transformowanych miesigcznych sum
opadowych z rozktadem normalnym, dopasowano rozktady miesigcznych sum
opadow do rozktadu normalnego. W tabeli 2 zamieszczono wybrane transforma-
cje miesigcznych sum opadow, ktore daly najlepsza zgodnos¢ z rozktadem nor-
malnym wraz z wynikami weryfikacji hipotezy o zgodnosci z rozktadem nor-
malnym za pomoca testu Shapiro-Wilka.
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Tabela 2. Wybrane transformacje normalizujace miesigczne sumy opadow
w okresie 1964-2009
Table 2. Selected transformations normalizing monthly precipitation sum in the years

1964-2009
Skos$nos¢ przed | Skos$no$¢ po transformacji
. . p-value transformacja Skewness after
Miesiac Transformacja . .
. test Shapiro- Skewness transformation
Month Transformation Wilka before trans
- _3
formation | ¥ =VP | ¥=PH(| InP
Styczen o
January Yy =3P 0,64 1.08 -0,15 | 0,18 -0.71
Luty
Y =4P+10 0,60 0.33 -0.70 -0,28 -1,36
February
Marzec s
March Yy =3P 0,92 1.04 0,06 | 034 | -0.96
Kwiecien Y={P+10 0,94 0.54 0,62 | -0,18 | -157
April
Maj
Y =4P+10 0,42 0.39 -0,52 -0,29 -1,10
May
Crerwiee Y -\PF10 0,47 0.65 0,16 | -0,02 | -0,65
June
Lipiec y =VP+10 0,81 1.01 0,18 | -0,01 | -0.78
Julay
Sierpien o
August Yy =3P 0,16 1.19 0,06 0.38 -1,17
Wizesieh Y={P+10 0,55 0.61 0,15 | 0,07 | -0,69
September
Pazdziernik ,
October y =3P 0,76 1.06 -0,13 0.19 -0,78
Listopad InP 0,86 1.05 034 | 048 | -0.04
November
Grudzief Y={P+10 0,96 0.86 0,19 | 0,14 | -0,90
December

Zrodto: obliczenia wiasne.

gdzie: P- miesigczne sumy opadow w wieloleciu 1964-2006, natomiast p-value jest najnizszym poziomem
istotnosci o, przy ktorym hipoteza zerowa mogtaby by¢ odrzucona przy otrzymanej wartosci statystyki testowej
Shapiro-Wilka.

Biorac pod uwage wyniki zawarte w tabeli 3 nalezy zwroci¢ uwage na
fakt, ze najlepszej transformacji zmieniajacej rozklad gamma miesigcznych sum
opadow w rozktad normalny towarzyszy najnizszy wspotczynnik skosnosci.

Po wyznaczeniu wskaznikow SPI bezposrednio z rozkladu gamma
(SPI_G) i z rozktadu normalnego (SPI N) zidentyfikowano warunki opadowe
we wszystkich miesiacach w roku w wieloleciu 1964-2009. Ze wzgledu na
ograniczenia redakcyjne nie przedstawiono wynikoéw identyfikacji poza jednym
miesiacem. Do identyfikacji zostal wybrany miesiac lipiec, ze wzgledu na po-
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wodz w 1997 roku. Wyniki klasyfikacji warunkéow opadowych pod wzglgdem
ich nadmiaréw lub niedoborow dla lipca w wieloleciu 1964-2009 za pomoca obu
metod zawarto w tabeli 3.

Tabela 3. Klasyfikacja warunkow opadowych w lipcu w wieloleciu 1964-2009

we Wroctawiu-Swojcu za pomoca SPI_N oraz SPI_ G

Tabela 3. Precipitation conditions classification according to the standardized precipita-
tion index SPI_N and SPI_G in Wroctaw-Swojec in July in the years 1964-2009

Rok- Klasyfikacja- Klasyfikacja-

Year SPLN Classyiﬁcatijon SPLG Classyiﬁcatijon SPLN-SPLG
1964 -0.87 umiarkowanie suchy | -0.83 | umiarkowanie suchy 0.04
1965 1.28 umiarkowanie mokry | 1.26 | umiarkowanie mokry -0.02
1966 0.81 umiarkowanie mokry | 0.81 | umiarkowanie mokry 0.00
1967 -0.29 normalny -0.25 normalny 0.04
1968 0.12 normalny 0.15 normalny 0.03
1969 -1.72 bardzo suchy -1.83 bardzo suchy -0.10
1970 -0.04 normalny 0.00 normalny 0.04
1971 -0.87 umiarkowanie suchy | -0.83 | umiarkowanie suchy 0.03
1972 0.29 normalny 0.32 normalny 0.03
1973 0.28 normalny 0.30 normalny 0.03
1974 0.12 normalny 0.15 normalny 0.03
1975 0.51 umiarkowanie mokry | 0.53 | umiarkowanie mokry 0.02
1976 0.62 umiarkowanie mokry | 0.64 | umiarkowanie mokry 0.01
1977 0.12 normalny 0.15 normalny 0.03
1978 0.21 normalny 0.24 normalny 0.03
1979 -0.35 normalny -0.30 normalny 0.04
1980 1.99 bardzo mokry 1.93 bardzo mokry -0.06
1981 1.14 umiarkowanie mokry 1.12 | umiarkowanie mokry -0.02
1982 -0.33 normalny -0.28 normalny 0.04
1983 -1.04 umiarkowanie suchy | -1.02 | umiarkowanie suchy 0.02
1984 -0.27 normalny -0.22 normalny 0.04
1985 -1.06 umiarkowanie suchy | -1.04 | umiarkowanie suchy 0.02
1986 0.83 umiarkowanie mokry | 0.83 | umiarkowanie mokry 0.00
1987 -0.26 normalny -0.21 normalny 0.04
1988 0.08 normalny 0.12 normalny 0.04
1989 -0.80 umiarkowanie suchy | -0.76 | umiarkowanie suchy 0.04
1990 -1.72 bardzo suchy -1.83 bardzo suchy -0.10
1991 -1.02 umiarkowanie suchy | -0.99 | umiarkowanie suchy 0.02
1992 -1.23 umiarkowanie suchy | -1.23 | umiarkowanie suchy 0.00
1993 0.72 umiarkowanie mokry | 0.73 | umiarkowanie mokry 0.01
1994 -1.95 bardzo suchy -2.14 ekstremalnie suchy -0.19
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1995 -0.22 normalny -0.17 normalny 0.04
1996 0.52 umiarkowanie mokry | 0.54 | umiarkowanie mokry 0.02
1997 2.36 ekstremalnie mokry 2.27 ekstremalnie mokry -0.08
1998 0.42 normalny 0.44 normalny 0.02
1999 1.17 umiarkowanie mokry | 1.16 | umiarkowanie mokry -0.02
2000 0.72 umiarkowanie mokry | 0.73 | umiarkowanie mokry 0.01
2001 1.60 bardzo mokry 1.55 bardzo mokry -0.04
2002 -1.33 umiarkowanie suchy | -1.34 | umiarkowanie suchy -0.01
2003 -0.43 normalny -0.38 normalny 0.04
2004 -0.23 normalny -0.18 normalny 0.04
2005 0.53 umiarkowanie mokry | 0.55 | umiarkowanie mokry 0.02
2006 -1.96 bardzo suchy -2.15 ekstremalnie suchy -0.20
2007 0.78 umiarkowanie mokry | 0.79 | umiarkowanie mokry 0.00
2008 -0.24 normalny -0.19 normalny 0.04
2009 0.99 umiarkowanie mokry | 0.98 | umiarkowanie mokry -0.01

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Réznica pomigdzy wskaznikiem wyznaczonym z zastosowaniem rozktadu
gamma (SPI_G) i z zastosowaniem rozktadu normalnego (SPI_N) jest tak mata,
ze tylko w jednym przypadku te klasyfikacje sa niezgodne. Byt to rok 2006, w
ktérym wg wskaznika SPI N miesiac lipiec jest bardzo suchy, podczas gdy we-
dlug wskaznika SP1_G lipiec byt ekstremalnie suchy.

Graficzng prezentacje zgodnos$ci dla stycznia, marca, czerwca, wrzesnia,
listopada 1 grudnia w wieloleciu 1964-2009 przedstawiono na rysunku 1. Wy-
boér miesigcy zostal dokonany w sposob losowy. W pozostalych miesiacach
zgodno$¢ SPI N i SPI G jest rowniez tak dobra.
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Rysunek 1. SPI N i SPI_G dla wybranych miesigcy w wieloleciu 1964-2009: a) sty-
czen, b) marzec; c) czerwiec; d) wrzesien; e) listopad; f) grudzien
Figure 1. SPI N and SPI_G for chosen months in the years 1964-2009: a) January;
b) March; ¢) June; d) September; ¢) November; f) December

WYNIKI BADAN

Wyniki uzyskane na podstawie danych empirycznych pochodzacych z Ob-
serwatorium Agro- i Hydrometeorologii we Wroctawiu-Swojcu wyraznie wska-
zuja na to, ze klasyfikacje warunkow opadowych pod wzgledem ich nadmiaréw
lub niedoboréw w odniesieniu do miesigcznych sum opadéw za pomoca wskaz-
nika standaryzowanego opadu, mozna przeprowadzaé korzystajac zaro6wno
z rozktadu gamma jak i z rozktadu normalnego.
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