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APPROXIMATION OF THE QUADRATIC SURFACE
PARAMETERS

Streszczenie

Na podstawie geodezyjnych, fotogrametrycznych czy radiowych obserwa-
cji obiektów powáokowych okreĞla siĊ ich poáoĪenie, wymiary i ksztaát. Podstawą
aproksymacji matematycznego modelu powierzchni, wzglĊdem którego ocenia siĊ
stan geometryczny obiektu, są wspóárzĊdne przestrzenne punktów reprezentują-
cych powáokĊ obiektu. W praktyce, wartoĞci parametrów modelowych wyznacza
siĊ bez uwzglĊdnienia dokáadnoĞci tych wspóárzĊdnych. Macierz kowariancji dla
wspóárzĊdnych punktów obserwowanych jest podstawą dla dokonania oceny do-
káadnoĞci wyznaczanych parametrów powierzchni i ich funkcji. W pracy przed-
stawiono algorytm umoĪliwiający ocenĊ dokáadnoĞci estymowanych parametrów
powierzchni. OkreĞlono miarĊ dopasowania modelu matematycznego do zaobser-
wowanego stanu geometrycznego powáoki, na podstawie którego moĪna wnio-
skowaü o adekwatnoĞci modelu. Podano równieĪ metodĊ oszacowania estymatora
wariancji jednostkowej odzwierciedlającego wpáyw báĊdów tylko z tytuáu pomia-
rów.

S owa kluczowe: cháodnie kominowe, powierzchnie drugiego stopnia, modele
statystyczne

Summary

On the base of geodetic, photogrammetric or radio observations of the
sheet objects its position, dimensions and shape are determined. Approximation of
mathematical model for the surface, used as a reference for estimation of geomet-
ric state of the object is based on the space co-ordinates of points representing the
sheet of the object. In practice, the model parameter values are determined with-
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out consideration of accuracy of these co-ordinates. However, the covariance ma-
trix for co-ordinates of observed points constitutes a base to estimate accuracy of
determined parameters and its functions. In this paper an algorithm enabling es-
timation of accuracy for the estimated parameters of the surface is presented. In
addition, a measure of fitting of mathematical model to the observed geometric
state of the sheet is determined. This parameter can be used to decide on adequacy
of a medel. A method of estimation of the unit variance estimator reflecting effect
of measurement errors only is also described.

Key words: cooling towers, quadratic surface, statistical models

WST P

PoáoĪenie, wymiary i ksztaát obiektów powáokowych okreĞla siĊ w oparciu
o wyniki pomiarów geodezyjnych lub fotogrametrycznych. Obiekty te repre-
zentowane są przez zbiory punktów rozmieszczonych na ich zewnĊtrznej lub
wewnĊtrznej powierzchni, obserwowanych z punktów odniesienia. Liczba i
sposób rozmieszczenia punktów osnowy zaleĪy od stosowanej techniki obser-
wacji powáoki, wymogów dokáadnoĞciowych i warunków terenowych.

Na podstawie wspóárzĊdnych przestrzennych punktów reprezentujących
powáokĊ obiektu aproksymuje siĊ powierzchniĊ stopnia drugiego.

Równanie ogólne tej powierzchni ma postaü:
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W praktyce, wartoĞci parametrów ija  szacuje siĊ bez uwzglĊdnienia do-
káadnoĞci wspóárzĊdnych x, y, z. Tymczasem, macierz kowariancji

)zyx( ,,Cov dla wspóárzĊdnych punktów obserwowanych stanowi podstawĊ
dla dokonania oceny dokáadnoĞci wyznaczanych parametrów powierzchni i ich
funkcji [Preweda 1995].

Równanie (1) moĪna zapisaü w postaci
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W praktyce liczba punktów obserwowanych jest zawsze znacznie wiĊksza
od liczby niewiadomych parametrów 11b , wobec czego zamiast ukáadu równaĔ
typu (2) zestawia siĊ odpowiednie równania aproksymacyjne:

4434
2

332423

2
22141312

2

222

222

bzbzbybzyb

ybxbzxbyxbx

iiiii

iiiiiiii

++++

+++++=ε
(3)

Dla zwiĊkszenia dokáadnoĞci obliczeĔ liniową wzglĊdem niewiadomych
funkcjĊ (3) moĪna rozwinąü w szereg [Gloub , Reinsch  1970].

Ukáad równaĔ zapisany w notacji macierzowej przyjmuje wówczas postaü:
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(n - liczba obserwowanych punktów, u - liczba niewiadomych).
 jest wektorem losowym o macierzy kowariancji )(εCov , którą wy-

znaczymy z zaleĪnoĞci

NCovNCov )x,y,z()( T=ε (5)

Gdzie:
N - jest macierzą utworzoną z pochodnych cząstkowych funkcji typu (2)

wzglĊdem wspóárzĊdnych x,y,z punktów obserwowanych (macie-
rzą skáadowych wektorów normalnych do powierzchni),

)zyx( ,,Cov  - macierz kowariancji dla wspóárzĊdnych punktów repre-
zentujących powáokĊ.

Macierz N okreĞlają zaleĪnoĞci:
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ESTYMACJA PUNKTOWA WEKTORA NIEWIADOMYCH

NieobciąĪony estymator x̂  wektora niewiadomych oszacujemy rozwiązu-
jąc uogólnione liniowe zadanie najmniejszych kwadratów:

( ) ( ) →=−−= − vPvxBgCovxBg TTT ˆ)(ˆ 1Pεε minimum (6)

JeĪeli wspóárzĊdne punktów odniesienia przyjmiemy za nieskorelowane,
wówczas kowariancje dla wektora ε bĊdą zerowe (nie uwzglĊdniamy korelacji
fizycznych), a macierz )(εCov  - macierzą diagonalną ( Lawson , Hanson
1965) . Wobec tego, równanie (6) moĪemy zapisaü w postaci:

[ ] [ ] ( ) →−−
2

2
1

1T == xB-gCovvCovvvPv ˆ)()(T εε minimum (7)

JeĪeli uwzglĊdnimy korelacje pomiĊdzy wspóárzĊdnymi punktów odnie-
sienia to macierz )(εCov  bĊdzie macierzą niediagonalną. WzglĊdy numerycz-
ne przemawiają za tym, aby i w takim przypadku sprowadziü zadanie (6) do
postaci typu (7). MoĪna tego dokonaü przez sprowadzenie macierzy )(εCov
do postaci diagonalnej przy pomocy przeksztaáceĔ ortogonalnych lub przez
wczeĞniejsze sprowadzenie do postaci diagonalnej macierzy kowariancji

)Z,Y,X(Cov punktów odniesienia.

PRZEKSZTA CENIA ORTOGONALNE MACIERZY

Dokonując rozkáadu macierzy )(εCov wzglĊdem wartoĞci wáasnych uzy-
skamy

T)( USUCov =ε (8)
Gdzie:
U - macierz ortogonalna,

      ( )idiag λ=S .
MoĪemy zatem zapisaü:
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przy czym zachodzą związki

λ= 2
1

i
2
1

diagS (10)



Aproksymacja powierzchni...

133
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 - jeĪeli )(εCov  nie jest macierzą diagonalną,

otrzymujemy jednolitą postaü zrównowaĪonego ukáadu równaĔ aproksymacyj-
nych:

wxA =ˆ (13)

rozwiązywanego przy warunku
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SPROWADZENIE MACIERZY KOWARIANCJI
DO POSTACI DIAGONALNEJ

Analizując przedstawiony algorytm moĪe wydawaü siĊ, Īe jego praktyczne
zastosowanie bĊdzie kosztowne w przypadku duĪej liczby punktów reprezentu-
jących powáokĊ. Problem obliczeĔ numerycznych moĪna uproĞciü przeksztaáca-
jąc macierz kowariancji )Z,Y,X(Cov  dla wspóárzĊdnych punktów osnowy w
macierz kowariancji minimalnych )Z,Y,X(minCov . Sposób postĊpowania
moĪe byü tu analogiczny do przedstawionego powyĪej. Wyznaczając wartoĞci
wáasne macierzy )Z,Y,X(Cov , otrzymamy

( ) n...i,diag)Z,Y,X( imin ×== 31λCov (15)

gdzie n - liczba punktów osnowy odniesienia.
 DziĊki takiemu przeksztaáceniu macierz )(εCov  bĊdzie zawsze macierzą

diagonalną.
Wybór drogi prowadzącej do uzyskania diagonalnej macierzy )(εCov

uzaleĪniü naleĪy od konkretnego zadania mając to na uwadze, Īe w drugim
przypadku opieramy siĊ na ekstremalnych wariancjach a zatem uniezaleĪniamy
siĊ od przyjĊtej orientacji osnowy odniesienia.

ESTYMACJA PRZEDZIA OWA

Wektor estymowanych parametrów powierzchni oszacujemy za pomocą
pseudoodwrotnoĞci macierzy.

wAx +=ˆ (16)

Rozwiązanie to speánia warunek (14) metody najmniejszych kwadratów.
Zastosowanie do rozwiązania ukáadu równaĔ pseudoodwrotnoĞci Moore'a-
Penrose'a jest uzasadnione moĪliwoĞcią wystąpienia defektu macierzy wspóá-
czynników przy niekorzystnym rozmieszczeniu punktów na obserwowanej po-
wáoce [Preweda  1995].

Empiryczną wartoĞü estymatora wariancji 2
oσ̂ , stanowiącą punktową oce-

nĊ wartoĞci rozwiązania (14), okreĞla siĊ wedáug wzoru
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Przedziaá ufnoĞci dla wariancji opiera siĊ na statystyce chi-kwadrat [ Pa-
poulis  1970]. Korzystając z estymatora wariancji, dla (n-u) stopni swobody i
ustalonego poziomu ufnoĞci (1-α) zachodzi związek
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Rozwiązując powyĪszą nierównoĞü wzglĊdem 2
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przy czym −−− un,iun,
22

1 22 αχαχ oznaczają kwantyle rzĊdu od-

powiednio −
22

1 αα i  rozkáadu 2χ  o (n-u) stopniach swobody [Korn

G.A, Korn T.M, 1983].

Granice przedziaáu ufnoĞci dla odchylenia standardowego oσ  są pier-
wiastkami kwadratowymi lewej i prawej strony nierównoĞci (18).

WNIOSKI

NaleĪy zauwaĪyü, Īe estymator odchylenia standardowego oσ̂  wyznaczo-
ny zaleĪnoĞcią (17) jest jedynie miarą dopasowania modelu matematycznego do
zaobserwowanego stanu geometrycznego powáoki i na jego podstawie moĪemy
wnioskowaü tylko o adekwatnoĞci modelu. Parametr ten nie moĪe wchodziü do
oceny dokáadnoĞci oszacowanych parametrów i ich funkcji, gdyĪ oprócz báĊdów
pomiarowych uwzglĊdnia teĪ báĊdy montaĪu powáoki oraz jej deformacje. ĝcisáe
rozdzielenie tych báĊdów nie jest naturalnie moĪliwe. Dla dokonania oceny do-
káadnoĞci naleĪy oszacowaü  a' priori wpáyw báĊdów z tytuáu pomiarów 

2
pomσ̂ , i

taką miarĊ przyjąü za estymator wariancji jednostkowej.
WartoĞü parametru 2

pomσ̂ moĪna oszacowaü na róĪne sposoby. Na przy-

káad, moĪna zaáoĪyü, Īe odchyáka iv  z tytuáu báĊdów pomiarowych jest równa
báĊdowi okreĞlenia i-tego równania aproksymacyjnego.
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Zgodnie z tym zapiszmy
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Dla diagonalnej macierzy )(εCov  otrzymujemy
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i analogicznie w przypadku niediagonalnej macierzy )(εCov
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Tak wyznaczony parametr pomˆ 2σ  moĪe sáuĪyü nie tylko do oszacowania
dokáadnoĞci estymowanych parametrów i ich funkcji, ale równieĪ do sprawdze-
nia istotnoĞci parametru 2σ̂ .

Macierz kowariancji dla wektora  niewiadomych x� wyraĪa siĊ wzorem

( ) ( )T
pomˆx̂ ++= AACov 2σ (21)

Przedziaá ufnoĞci dla niewiadomych parametrów powierzchni wynika ze
statystyki t-studenta. Korzystając z symetrycznych przedziaáów dwustronnych
moĪna zapisaü

xˆun,tx̂ σα −−±=
2

1 (22)

−− un,t
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2
1 α

 rozkáadu Studenta o (n-u) stop-

niach swobody, zaĞ xσ̂  jest estymatorem odchylenia standardowego poszcze-
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gólnych niewiadomych. Elementy tego wektora obliczymy korzystając z macie-

rzy (21)

( )[ ] i,iix x̂ˆ Cov=σ (23)
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