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ZASTOSOWANIE
GRANICZNYCH ZAGADNIEN ODWROTNYCH
DO OKRESLANIA DOPUSZCZALNYCH STEZEN
SUBSTANCJI CHEMICZNYCH NA POWIERZCHNI TERENU

AN APPLICATION OF THE LIMITED INVERSE PROBLEM
FOR DETERMINING THE ADMITTED CHEMICAL SOIL
SURFACE CONCENTRATION

Streszczenie

W pracy przedstawiono metod¢ zastosowania granicznych zagadnien
odwrotnych do okreslania dopuszczalnych stgzen substancji chemicznych na po-
wierzchni terenu. Proces transportu rozpuszczonych w wodzie osrodka gruntowe-
g0 zanieczyszczen opisano rownaniem dyspersji hydrodynamicznej. Opracowana
metoda pozwala na ,,odtworzenie” warunku brzegowego realizowanego na po-
wierzchni terenu na podstawie znajomosci zmian koncentracji na wybranej glgbo-
kos$ci w czasie trwania procesu. Przedstawiono przyktad zastosowania tej metody
w przypadku, gdy pole uwilgotnienia i przeplywu wody jest zmienne w czasie
i przestrzeni. Przeprowadzono badania zbieznosci opracowanej metody.

Stowa kluczowe: réwnanie dyspersji hydrodynamicznej, model matematyczny,
zagadnienia odwrotne

Summary

The method of application of limited inverse problems to determine admit-
ted chemical concentration on the soil surface is elaborated. The process of trans-
port of pollutants soluble in soil water is described by the hydrodynamic disper-
sion equation. The method lets for restoring the border condition on the soil
surface. This is obtained on the bases of the concentration changes in the selected
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depths during the process. The example of method application is presented when
the soil moisture and flow rate are spatial and time variable. The converges of the
method has been investigated.

Key words: hydrodynamic dispersion equation, mathematical model, inverse
problems

WSTEP

Podstawowym zrédlem zanieczyszczenia wod podziemnych przez rolnic-
two jest nieumiej¢tne stosowanie roznego rodzaju srodkéw chemicznych wspo-
magajacych produkcje roslinna. Nadmiar tych $rodkow czgsto powoduje wy-
mywanie ich poza strefe w jakiej maja oddziatywac i w konsekwencji do wod
podziemnych [Kowalski, Moryl 1990]. Optymalny dobor dawek rozpuszczo-
nych w wodzie substancji chemicznych jest zagadnieniem skomplikowanym,
gdyz zalezy od wilgotnosci o$rodka i predkosci przeptywu nosnika jakim jest
woda. Konieczne jest tez uwzglednienie wielu innych procesoéw, do ktorych
mozna zaliczy¢ sorpcje rozpatrywanej substancji chemicznej przez osrodek
gruntowy oraz jej pobor przez system korzeniowy roslin. Transportowi zanie-
czyszczen chemicznych rozpuszczonych w wodzie osrodka gruntowego poswig-
cono juz wiele uwagi i badan [Kowalik 2001; Szulczewski 2003]. Opisywany on
jest przez rownanie dyspersji hydrodynamicznej. Najczgsciej model ten jest wy-
korzystywany do symulacji migracji zanieczyszczen chemicznych przy znanych
warunkach poczatkowych i brzegowych procesu oraz wczesniej zdefiniowanych
parametrach. W tej postaci jego przydatnos¢ do okreslania wielkosci np. dawek
nawozowych jest ograniczona, gdyz tylko metoda ,,prob i bledow” mozna uzy-
ska¢ odpowiedZ na pytanie, jaka maksymalnie moze by¢ dawka dostarczona na
powierzchni¢ terenu, aby na wybranej glebokosci nie przekroczyta zadanej a
priori koncentracji. W pracy zostanie podjgta proba rozwiazania tego zadania za
pomoca metody granicznych zagadnien odwrotnych. Podstawy teoretyczne tej
metody sa znane i dla rownania ciepla przedstawione w pracy Alifanova i in.
[1988]. W analizowanym przypadku proces transportu zanieczyszczen takze
opisano rownaniem dyspersji hydrodynamicznej, ale metoda granicznych za-
gadnien odwrotnych pozwala na ,,odtworzenie” warunku brzegowego na pod-
stawie znajomos$ci zmian koncentracji na wybranej gigbokoSci w czasie jego
trwania. W pracy przedstawiony zostanie przyklad zastosowania tej metody
w przypadku najbardziej skomplikowanym, tzn. gdy pole uwilgotnienia i prze-
ptywu wody jest zmienne w czasie i przestrzeni. Przedstawione zostana wyniki
dla zagadnienia z warunkami brzegowymi I rodzaju (Dirichleta), chociaz jest
ona na tyle ogdlna, ze mozna ja dostosowa¢ takze do warunkoéw brzegowych II
rodzaju.
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MODEL MATEMATYCZNY

Proces migracji zanieczyszczen w strefie aeracji opisano rownaniem roz-
niczkowym czastkowym [Szulczewski 2003]:

C c

r— —( Dy vy,)—) q,— O(c)
t z z z

gdzie:
c — koncentracja zanieczyszczenia [ML™],
6  —wilgotnos¢ objetosciowa gruntu [L* L],
pe  — gestos¢ objetosciowa gruntu [ML?],
r = O+kp,. k — stala,
D,  —wspoltczynnik dyfuzyjno-dyspersyjny [L*T™],
g» — jednostkowy przeptyw wody ¢, = v, 6 [LT™],

QO  — funkcja zrodlowa (wydajnos¢ makroskopowego zrodta zanieczysz-
czenia w jednostce czasu na jednostke objetosci) [ML™ T],

z —zmienna przestrzenna zorientowana zgodnie z dziataniem sily
cigzkosci [L],

t —czas [T],

M,L,T —jednostki masy, dtugos$ci i czasu.

W rownaniu tym wspotczynnik dyspersji przyjgto w postaci [Maciejewski
1985]:

D, (a b)), d

) w

gdzie:
a, b, d — stale.

Na powyzsze rownanie réozniczkowe natozono odpowiednio warunki po-
czatkowe 1 brzegowe:

o(20) ¢,(z).(0 z L)
o(0,) ¢cy(1)(0 ¢ T)
e(Lt) cy(t)(0 t T)

gdzie:
¢y(z) —koncentracja zanieczyszczenia na poczatku procesu [ML™],
¢ () — warunek brzegowy realizowany na powierzchni terenu [ML™],
cdf) — warunek brzegowy realizowany na glebokosci z = L [ML™],
L —miazszos¢ strefy aeracji [L],
T  —czas procesu [T].
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Przyjecie powyzszych warunkéw brzegowych zaktada, ze na powierzchni
terenu znana jest koncentracja zanieczyszczenia chemicznego (funkcja cy(?)).
W metodzie granicznych zagadnien odwrotnych funkcjg t¢ mozna okresli¢ po-
przez realizacj¢ algorytmu, w ktérym znane sa funkcje przejscia, tzn. koncentra-
cji zanieczyszczenia w calym czasie trwania procesu na ustalonych gleboko-
$ciach. Polega ona na takim doborze warunku brzegowego na powierzchni, aby
zminimalizowa¢ odleglo$¢ rozwiazania teoretycznego od empirycznego na tych
glebokosciach, zgodnie z zadana funkcja celu. Przez rozwiazanie empiryczne
rozumie si¢ w tym przypadku odpowiednio dobrane wartosci koncentracji zanie-
czyszczenia dopuszczalne na wybranych glgbokosciach. Jezeli przez Z,
k = 1,..,N, oznaczymy glebokosci, na ktorych sa okreslone funkcje przejscia,
gdzie: 0<Z;<...<Zy<L, to jako miarg¢ bledu okreslenia warunku brzegowego c,(?)
mozna przyjac funkcje:

SRR SNy :
F(S)=EZJO (C(s)(Zk)I)—fk(T,))sz
o

gdzie:

(Z,7) — rozwiazanie teoretyczne zagadnienia otrzymane dla warunku
brzegowego cg(s)(t) po s-tej iteracji, s = 1,2,..., .(dla s = 1 warunek
brzegowy przyjmuje si¢ a priori),

fi(r) — znane funkcje przejscia.

Zagadnienie okreslenia warunku brzegowego poprzez takie sformulowanie
zostato sprowadzone do poszukiwania minimum funkcji F® dla ustalonego s.
Algorytm wyznaczania tego warunku brzegowego sktada si¢ z dwoch etapow
dla kazdej iteracji, ktore maja na celu okreslenie gradientu minimalizowanej
funkcji F® (tzw. zagadnienie sprzezone) oraz drugie zagadnienie, ktérego roz-
wiazanie umozliwia okreslenie wielkosci poprawek, jakie musza zosta¢ wpro-
wadzone.

Niech
4= 8D,(6,v,,) 4 :l(zi(gpv(e,vw))_qw}
r r\ oz ’
1 9? dq, or
A =—|] —— GD' e) V() w0
: r(azz( (00, )0 (€)== at]

Zagadnienie sprz¢zone do powyzszego zagadnienia, po pominigciu nieli-
niowych sktadnikow ma wowczas postac:
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oy, 9%y, oy
- atA azzk -4, azk + Ay,

(zt)e X, =(Z4 2, )X(0.Tk=1,.N+1.Zy=0,Zy, =L
W, (20)=0, z€(Z .2, ), k=1 N+1
Yo(0,)=0, (0<t<T)

Vya(Lt)=0, (0<1<T)
Vi(Zt)=N(Zt), (0<t<T), k=1,..N,

A{% s (2002 (wkﬂ(zk,r))) )
(0<(<T), k=1,.,N

= 4,

Warto zwroci¢ uwagg, ze w tym zagadnieniu jedynym czynnikiem, ktory
wplywa na rozwiazanie jest rdznica dopasowania, w czasie trwania procesu,
pomigdzy rozwiazaniem teoretycznym c(Z;,f) a krzywa przejscia fi(¢) na glebo-
kosciach dokonywania pomiaru Z;, £ = 1,..,N. Rozwiazanie tego zagadnienia
umozliwia, dla przyjetego typu warunku brzegowego, wyznaczenie gradientu
funkcji F:

55 ()= (A, (Z,t)%J

z=0

W celu oceny wptywu zmiany warunku brzegowego na rozwiazanie ko-
nieczne jest sformulowanie i rozwiazanie zagadnienia z niewiadoma ¢ powstate-
go przez pominigcie nieliniowych sktadnikow, w ktorych & jest przyrostem kon-
centracji otrzymanym po zmianie warunku brzegowego o F*/ ¢ :

2
%=A1E+AZ£+A3§
ot 0z° oz
&(z0)=0 (0<z<T)

£(0,0)=8F""() (0<t<T)
&(L,t)=0, (0<t<T)

Rozwiazanie powyzszego zagadnienia umozliwia okreslenie wielkosci po-
prawki £ poszukiwanego warunku brzegowego dla kolejnej (s+1) iteracji. Mini-
malizujac funkcje F®™ dla ustalonej iteracji (s+1), ktéra mozna zapisa¢ w po-
staci

s+ 1 < (7 s s)
re = B B - fi)
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otrzymujemy roOwnanie liniowe
N N
p Y€z N =X [z ez
k=1 k=1

pozwalajace na wyznaczenie wartosci S.

Otrzymana warto$¢ § oraz wyznaczony wczesniej przyrost 6F umozliwiaja
wyznaczenie poszukiwanego warunku brzegowego dla (s+1) iteracji za pomoca
zaleznosci:

()Y ()Y F(1)

Zbiezno$¢ oraz efektywnos$¢ obliczeniowa przedstawionej metody jest
zalezna od stopnia komplikacji rozpatrywanego procesu, tzn. jego liniowosci,
warunkow poczatkowych i brzegowych nakladanych na rozwiazanie zagadnie-
nia dyspersji, wyboru punktoéw pomiaru koncentracji Z; umozliwiajacych okre-
slenie funkcji f(f). Warto doda¢, ze dla wyznaczania warunku brzegowego na
powierzchni konieczna jest tylko jedna taka funkcja.

PRZYKELAD OBLICZENIOWY

Przyblizone rozwiazanie rdwnania dyspersji hydrodynamicznej jest tylko
wtedy mozliwe, gdy znane jest pole predkosci przeplywu oraz wartosci wilgot-
nosci. W przedstawionym przyktadzie do wyznaczenia tych wielkosci wykorzy-
stano rownanie Fokkera-Plancka (dyfuzji) [Szulczewski 1990]:

— —(D( )— K()) G( .z)
t z z
gdzie:
D(6) —wspdtezynnik dyfuzji [L*T™],
K(0) —przewodno$é hydrauliczna [LT™],
G(6,z) — funkcja odpowiedzialna za pobor wody przez korzenie roslin [T™].

W tym réwnaniu przyjeto posta¢ funkeji D(6) i K(0) zgodnie z propozycja
zawarta w pracy Van Genuchtena [1980]:

[, 1
W) 1((%)'" D%, K() Ks (1 (1 s")"P. D() K( )Z—h

gdzie:
h — ci$nienie ssace gleby [L],
0, —wilgotnos¢ objetosciowa odpowiadajaca pF=4,2 [L* L™],
0, —wilgotnos¢ petnego nasycenia [L° L],
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K, —wspbtezynnik filtracji [L T™'],

K ~— m 1 —
s r g

ng,y,n —stale, n>1, y>0, n>0.

W przykladzie realizacji przedstawionej powyzej metody przyjeto (w jed-
nostkach, odpowiednio [cm], [doba], [mg]):

— rozpatrywany obszar i czas procesu: z€[0, 500,0] cm , t€[0, 20,0] doba,

— warto$ci parametrow charakteryzujacych rozpatrywany grunt: 6 ,=0,1 [-],
6,= 0,5 [-], K;= 150,0 [cm doba™'], y = 0,001 [em™'], n, = 5,0 [-], = 0,5 [-],
pe= 175 [g em”)],

— parametry charakteryzujace wspotczynnik dyspersji: a =0,2 [-], b= 0,1 [-],
d=0,14 [cm’doba™],

— rozpatrywano liniowy proces adsorpcji S = k ¢, gdzie przyjeto k= 0,01;

— przyjeto stala ujemna funkcj¢ zrodtowa Q =—0,1;

— warunki poczatkowe, jakie natozono na rozwiazanie rownan dyfuzji
i dyspersji hydrodynamicznej nie zalezaly od z,

— warunki brzegowe realizowane na powierzchni terenu dla rdwnania dy-
fuzji i dyspersji przedstawiono odpowiednio na rysunku lai 1b.

T T T T T T T
g 10 12 14 1m 12 14 16 18 20

Czas [doba] Czas [doba]
a) b)

Rysunek 1. Warunki brzegowe realizowane na powierzchni terenu te(0,20]:
a) wilgotnos¢ objetosciowa [-]; b) koncentracja zanieczyszczenia ¢, [mg cm™)

Przyblizone rozwiazanie tak postawionego zagadnienia migracji zanie-
czyszczen chemicznych przedstawiono na rysunku 2. Postuzyto ono do spraw-
dzenia opisanej wyzej metody wyznaczania warunku brzegowego na podstawie
znanego rozktadu koncentracji substancji chemicznej na wybranej glebokosci.
W tym celu jako funkcje¢ przejscia fi(f) przyjeto koncentracjg ¢(150,¢) z przybli-
zonego rozwiazania (rys. 3a). Dodatkowo jako warunek brzegowy przyjeto
a priori (iteracja s = 0), liniowa zaleznos¢ koncentracji od czasu (rys 3b).
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a) Krzywa przej
realizowany na powierzchni terenu dla iteracji s

Wyniki aproksymacji warunku brzegowego otrzymanego w trakcie reali-
zacji algorytmu granicznego zagadnienia odwrotnego przedstawiono na rysunku

4 po kilku wybranych iteracjach (s =1, s

Rysunek 3
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Rysunek 4. Wyniki aproksymacji warunku brzegowego
réwnania dyspersji hydrodynamiczne;j

WNIOSKI

Przedstawiona w pracy metoda wyznaczania warunku brzegowego na pod-
stawie znajomosci zmian koncentracji na wybranej gltebokosci w czasie trwania
procesu jest do§¢ skomplikowana, jednak w przypadku dysponowania skutecz-
nymi algorytmami rozwiazywania zagadnien rézniczkowych typu paraboliczne-
go trudnosci sa do pokonania. Przeprowadzone eksperymenty numeryczne,
z ktorych jeden tylko przyktad zamieszczono w pracy pozwalaja na sformuto-
wanie kilku wnioskéw:

1. Efektywnos¢ metody jest stosunkowo wysoka, gdyz juz po kilku itera-
cjach dopasowanie warunku brzegowego ,,doktadnego” i aproksymowanego jest
znaczace (rys. 4).

2. Metoda nie jest niestety globalnie zbiezna i do jej szerszego stosowania
wymaga dalszych badan.

3. Opracowana metoda jest szczegolnie wrazliwa na staranne opracowanie
algorytméw pozwalajacych na otrzymywanie (z matym blgdem) przyblizonych
rozwigzan wystgpujacych w niej zagadnien roézniczkowych.

4. Przedstawiony przyktad zagadnienia odwrotnego dotyczyl warunku
brzegowego I rodzaju (Dirichleta), jednak stosunkowo tatwo mozna ja dostoso-
wac takze do warunkow brzegowych II rodzaju.
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