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Streszczenie

Celem niniejszej pracy jest analiza stabilnosci przeptywu w kory-
cie prostoliniowym, przeprowadzona na podstawie dwuwymiarowego
w planie modelu ustalonego, niegjednostajnego ruchu wody i rumowiska
w korycie z dnem rozmywalnym. W pracy przedstawiono poréwnanie
topografii dna obliczonej na modelu matematycznym z wynikami
pomiaréw w naturalnym korycie rzeki Warty. Ponadto okreslono réw-
nanie opisujgce naturalng krzywizne zakoli rzecznych oraz opisano
metody obliczania minimalnego promienia krzywizny na wierzchotku
tuku oraz optymalnej dlugos$ci tuku. Wymienione wyzej metody oblicza-
nia topografii dna i wyznaczania parametréw koryta w ukladzie pozio-
mym rzeki wynikaja z analitycznego rozwigzania dwuwymiarowego
w planie modelu matematycznego, opisujacego ruch wody i rumowiska
w krzywoliniowych korytach naturalnych.

Slowa kluczowe: hydraulika rzek, ruch rumowiska, modelowanie ma-
tematyczne, topografia dna koryta rzecznego

WSTEP

W naturalnych korytach rzecznych wystepuje tzw. ,przeplyw
plytki”, tzn. taki ruch wody, w ktorym glebokos¢ jest znacznie mniej-
sza od szerokos$ci koryta (rys. la). W praktyce inzynierskiej oraz
w réznych publikacjach przekroje te przedstawia sie w skali skazone;j
(rys. 1b), co powoduje ich wyrazne znieksztalcenie.
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Rysunek 1. Przekréj poprzeczny koryta: a) w skali nieskazonej, 1:500,
b) w skali skazonej 1:100/500
Figure 1. Channel cross-section: a) undistorted scale 1:500;
b) distorted scale 1:100/500
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Celem niniejszej pracy jest analiza stabilno$ci przeptywu w kory-
cie prostoliniowym, przeprowadzona na podstawie dwuwymiarowego
w planie modelu ustalonego, niejednostajnego ruchu wody i rumowi-
ska w korycie z dnem rozmywalnym. W pracy przedstawiono poréw-
nanie topografii dna obliczonej na modelu matematycznym z wyni-
kami pomiaréw w naturalnym korycie rzeki Warty. Ponadto
okres$lono réwnanie opisujgce naturalng krzywizne zakoli rzecznych
oraz opisano metody obliczania minimalnego promienia krzywizny na
wierzchotku tuku oraz optymalnej dtugosci tuku.

MATEMATYCZNA SYMULACJA RUCHU WODY I RUMOWISKA
W KORYTACH RZECZNYCH

Zalozenia podstawowe. Ksztalt osi geometrycznej zakoli
rzecznych, w krzywoliniowym ukladzie wspétrzednych mozna aprok-
symowacé rownaniem (rys. 2):

1 1
Z=—"cos (Iys,) (1)
r R
211
l():T , SI=S8S-8m (1a)
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gdzie: Ro - minimalny promien krzywizny na wierzchotku zako-
la, L - dlugos¢ zakola, sm — odlegto$é od przekroju wejSciowego do
wierzchotka zakola. Z rysunku 2 wynika, ze jesli s = s,m = L/4, wtedy:
cos [(2H/L)sm] = Cos (H/Z)ZO, a promien krzywizny w przekroju
przej$ciowym (w odleglosci s od wierzchotka zakola) r = .

Rysunek 2. Schemat uktadu poziomego koryta ztozonego z zakoli
o zmiennej krzywiznie
Figure 2. Plan view of a river reach

W niniejszym rozdziale rozpatruje sie dwuwymiarowy w planie,
ustalony ruch wody i ustalony transport rumowiska w korytach krzy-
woliniowych. Matematyczny opis przeptywu stanowi uklad réwnan
ruchu wody oraz uktad réwnan ruchu rumowiska. Wymienione réw-
nania przedstawione sg w ortogonalnym ukladzie wspéirzednych
krzywoliniowych (rys. 2 i 3). Przy rozwigzywaniu ww. rownan przyje-
to nastepujace zalozenia:

— model opisuje przeptyw ustalony w zakolach rzeki swobodnie
plynacej,

— minimalna krzywizna zakoli Ro > 3(2.5) B,

— szeroko§¢ koryta B jest znacznie wieksza od gleboko$ci prze-
pltywu h, tj. B » h,

—dno koryta ma stalg szeroko$é i zbudowane jest z materialow
rozmywalnych,

— brzegi koryta sa umocnione budowlami podluznymi; przy za-
budowie poprzecznej (za pomocg ostrog) model nie uwzglednia rozmy¢
lokalnych, powstajacych przy glowicach ostroég,

—w korycie dominuje ruch rumowiska wleczonego,

— pomija sie wplyw form dennych na deformacje dna, w tym
sensie model opisuje ,usSredniony” uktad dna,

— pomija sie proces tzw. ,brukowania dna”.
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Roéwnania ruchu wody. Do opisu przeptywu w ptaskim, sze-
rokim Kkorycie rzek nizinnych, ztozonych z zakoli o tagodnej krzywiz-
nie (Ro > 3B) przyjmuje sie zwykle dwuwymiarowy w planie model
przeplywu, w ktorym charakterystyki hydrauliczne wyrazone sa przez ich warto-
$ci §rednie w pionie strumienia.

Przy zalozeniu, ze naprezenia $cinajace na dnie koryta opisane
sg formulg Darcy-Weisbacha, ré6wnania ruchu wody w ortogonalnym
ukladzie wspoélrzednych krzywoliniowych przyjmuja postaé [Przed-
wojski 1988]:

ov,, ov, Ul_ dlgz) f V.

1/2

ty,—-—=-—c = s 2L 24y 2
vy or U os r or 2Y [US Vr] (22)
ouU, ouUu. V. U, 8(gz ) f U, 1/2
, Sty = L 2ty (2b)

v or v 0s r 0s 2 Y [US V]

a réwnanie ciaglo$ci:
0w, Y),0(n. Y)
0s or

gdzie: f — wspoélezynnik oporéw Darcy-Weisbacha, okreslony for-
muta:

=0 (3)

2
f=2" (4)
U

oraz: Y — zmienna gleboko$¢ lokalna, V;, Us — uSrednione w pio-
nie strumienia predkos$ci w kierunku radialnym i podltuznym, zw —
poziom zwierciadla wody, jak pokazano to na rysunku 3, U = Q/A) -
Srednia predko$§é w przekroju poprzecznym, @ — natezenie przepltywu,
A - §rednia na diugosci zakola powierzchnia przekroju poprzecznego,
u+o = (ghlop)? - predkos¢ dynamiczna w osi koryta, h = (A/Bo) - glebo-
kos¢ Srednia przeptywu na diugosci zakola, Bo = 2 no — szerokos¢ na
poziomie dna koryta, Io — spadek podtuzny w osi koryta.

Wartosci Srednie parametréw hydraulicznych przeptywu w za-
kolu @, A, U, h odnoszg sie do Srodkowej czeSci przekroju poprzeczne-
go o szerokosci Bo (rys. 3). Szukane wartosci sg funkcjami zmiennych r i
stj. Y =Y(r,s); Vi = Vi(r,s); Us = Us(r,s); zw = zw(r,s). Réwnania (2 +3)
w ukladzie wspélrzednych prostokatnych x, y, gdzie wspélrzedna x
jest skierowana z biegiem rzeki, a wspoélrzedna y jest normalng,
przyjmuja postaé:
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oV, 0V _ o(gz)

fv 1/2
V _ s 2 2 5
oy 0x oy 2Y [U v ] ®

oUu ,  oU _ d(gz,) f U 12
4 +U—=- rL o — ‘+y? 6
oy 0x 0x 2Y [U i ] ©

i rownanie ciaglosci:

owr),ory) , -

ox oy

gdzie:  U; V' —usrednione w pionie predkosci w kierunku podtuznym x i poprzecznym .

U ales) mles)

¥ b

Rysunek 3. Schemat przeplywu w zakolu
Figure 3. Definition sketch for flow in bend

Ruch rumowiska w korycie krzywoliniowym. Jako uzupel-
nienie ukladu ré6wnan dwuwymiarowego w planie modelu przeptywu,
przyjmuje sie model ruchu rumowiska zaproponowany przez
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Engelunda [1974]. W modelu tym ruch rumowiska, w ortogonalnym
uktadzie wspétrzednych krzywoliniowych, opisany jest nastepujacymi

réownaniami:
U b
Ss = Sh { UY} (8)

B {V, Y Y ay}

9

‘ ~ar—-or—t——
Us r ri ar

oraz réwnanie cigglo$ci ruchu rumowiska:

%_F%_F Sr_— (10)
os or p,tn

sy — §rednia w przekroju poprzecznym warto$é jednostkowego
transportu rumowiska wleczonego odpowiadajaca predkosci U; ss, sr —
jednostkowy transport rumowiska w kierunku podiuznym i radial-
nym, oz, a2 — funkcje zmiennej s, (zatgcznik 1), r — promien krzywizny
geometrycznej badanego zakola, ri — promien krzywizny geometrycz-
nej zakola polozonego powyzej zakola badanego. W ukladzie wsp6t-
rzednych prostokatnych x iy, przy r = w i r; = o, réwnania ruchu ru-
mowiska (8)+(10) przyjmujg postacé:

b
sx=s{l{;} (11
v, oY
= | 2+ (12)
, [U ay}
Os,
952, 98 (13)
ox Oy

gdzie: sx, sy — wydatek rumowiska wleczonego w kierunku podiuznym
1 poprzecznym.

Linearyzacja rownan ruchu wody i rumowiska. Przy line-
aryzacji rownan ruchu wody i rumowiska przyjeto nastepujace zalo-
zenia:
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1. zmiany wartosci charakterystyk hydraulicznych wywolane
niestabilno$cig przeptywu lub ruchem spiralnym moga byé opisane
przez mate zmiany Srednich w pionie strumienia predkosci: podtuzne;j
1 poprzecznej oraz gtebokosci,

2. zmiany te sg wielkoSciami malymi tak, ze mozna pomingé wy-
razenia rzedu drugiego i wyzszych.

Przedstawione w ukladzie wspétrzednych krzywoliniowych réw-
nania ruchu wody (2) + (3) i ruchu rumowiska (8) + (10) linearyzuje
sie przez podstawienie:

Us=U,(+u')y, Y=p,(+7") V,=U,0'; z,=z0(+2z,) (14)

gdzie zmienne z indeksem prim oznaczajg mate zmiany a indeks
'0' odnosi sie do parametréw przeplywu w osi koryta. Zmiany charak-
terystyk przeptywu sag funkcjg zmiennych ristj. u’=ufs, r); o' = o'(s, r);
in =n'(s, r). Zlinearyzowane za pomoca zalezno$ci (14) wybrane czlo-
ny réwnan ruchu wody (1) i (3) przyjmuja postac:

aer 2 8(0’ ~

P = o' —~=0
4 or Uo or
oV 5 , o' , 00’
—= l1+u" )—~= — (15)
U. os Uy ( ) s Uy os
2 2 2
Us :_0(1+2 u!+u!2 )zU_O
r r r

W podobny sposéb linearyzuje sie pozostate cztony ré6wnan ruchu
i r6wnania cigglosci dla wody oraz réwnania ruchu rumowiska (8)
+ (10). Zgodnie z zalozeniem 2) pomija sie wyrazenia rzedu drugiego
1 wyzszych. Ponadto, w ostatnim czlonie po prawej stronie réwnania
(2b), okres§lajacym naprezenia styczne przy dnie w kierunku podtuz-
nym, pomija sie wyrazenie [f/(2h)]U¢? jako wielko$é o rzad wiekszg od
pozostatych skladnikéw tego réwnania. Zlinearyzowane réwnania
cigglosci oraz réownania ruchu wody i rumowiska (2)+ (3) i (8) + (10),
wyrazone w krzywoliniowym uktadzie wspéirzednych, przyjmuja po-
staé:

(16)

ou L @ _ g0z (17)
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ow' ou' on'

LTl ) (18)

or Os Os
Ss:Sb(1+b u'+...) (19)

' ' h() 677’

= (1) + 2 2 20
Sy S{a) as(1+17') 30 61’} (20)
Os:, Os 80 (21)

Oos or r

gdzie: @'=5,=0 przy n=z1p,(22)

L=1h  ama g, (23)
ro roi
- _K7, - _ K¢
=—=- =-——exp(-a s (24)
(24} 30 (04} 30 p( )

w’ = funkcja opisujaca zmiany predkosci radialnej, z»” - funkcja
opisujgca zmiany poziomu zwierciadta wody, u’ - funkcja opisujgca
zmiany predkosci podtuznej, #” - funkcja opisujgca zmiany gtebokosci,
Uo - érednia w pionie strumienia predkos¢ w osi koryta, ho — gteboko§é
wody w osi koryta, g - przyspieszenie ziemskie, s — wspéirzedna po-
dtuzna, n - odlegto$¢ od osi koryta, no — potowa szerokosci dna koryta,
ro — promien krzywizny w osi badanego zakola, ro; — promien krzywi-
zny zakola usytuowanego powyzej badanego zakola, K - stata zakola
opisana rownaniem (I.5) w zalaczniku I, f7 = funkcja zmiennej podtuz-
nej s, opisana rownaniem (1.4) w zalgczniku I, @ - stala opisana wzo-
rem (I.13) w zalaczniku I, C; - stala catkowania, przyjmujaca wartosci
z przedzialu od 0 do 1, Dso — przecietna $rednica rumowiska wleczo-
nego, ps, p — gestos¢ czastek rumowiska i wody, 0 - parametr Shieldsa,
okreslony z wzoru:

2
Q=Y (Lj (25)
g Dso\ p,- P

W ukiadzie wspélrzednych prostokatnych zlinearyzowany uktad
réwnan ruchu wody i rumowiska przyjmuje postacé:
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ot e=- s (26)
ox 2 U; Oy
au’ ' 11 ' g aZw’
—FLu -ty = (27)
Ox b 277 Ui ox
o’ [ ou on_y, (28)
dy Ox Ox
si=sy(I+b u'+..) (29)
i h() 677’
S| Ot ——— (30)
. S{ 30 6y}
d
Os:, 980 (31)
ox Oy

Analiza stabilnosci przeplywu w korycie prostoliniowym.
Przy ruchu wody w korycie prostoliniowym obserwuje sie zakrzywie-
nie linii pradu. Powodem tego zjawiska jest wystepowanie predkosci
pulsacyjnych w ruchu turbulentnym, ktére wywotujg poprzeczny ruch
wody. W korycie z dnem rozmywalnym zjawisko to poteguje sie wsku-
tek przemieszczania sie czastek tworzacych ruchome dno koryta.
W wyniku zakrzywienia linii pradu i pojawienia sie predkosci po-
przecznych obserwuje si¢ zmienne w przekroju poprzecznym giteboko-
Sci i predkosci podtuzne.

Wskutek skoniczonej szerokos$ci koryta, rozwaza sie fale stacjo-
narne w kierunku radialnym oraz fale ruchome w kierunku podiuz-
nym. Wobec tego mozliwe jest wykonanie analizy stabilnosci. W ana-
lizie tej zaklada sie, ze zmienne wartoSci Srednich w przekroju
poprzecznym charakterystyk przeptywu sg okre§lone przez funkcje
okresowa [Przedwojski 1988]. Funkcja ta opisuje ustalony przeptyw
niejednostajny. Funkcja tego rodzaju pozwala na badania stabilnosci
przeplywu w korytach prostoliniowych i krzywoliniowych. W bada-
niach stabilnosci przeptywu przyjmuje sie, ze na wyréwnane, poziome
dno koryta, o gltebokosci Sredniej w przekroju poprzecznym ho, nakla-
dajg sie zmiany o malej amplitudzie (rys. 4). Zmiany te opisuje sie
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funkcja okresowg, ktéora w prostokgtnym ukladzie wspoétrzednych
okreslona jest nastepujaco:

n (x, y)=H E (32a)
E= exp(— k x) cos (ksn x+k, y+ Cn) (32b)

f - amplituda odksztalcen okresowych, kss — stopieri narastania
lub tlumienia fali opisujacej zmiany wielko§ci hydraulicznych, tj. gle-
bokosci, predkosci podtuznych i poprzecznych, C. — stala okreslajaca
przesuniecie fazowe, k. - liczba falowa w kierunku poprzecznym,

okres$lona réwnaniem

k, =m, Ll (33)
B

0
oraz ks, — liczba falowa w kierunku podtuznym opisana zalezno$cia,

211
ks =—— (34)

Badania stabilno$ci przeptywu w korycie prostoliniowym prze-
prowadza sie na podstawie zlinearyzowanego ukladu réwnan ruchu
wody i rumowiska (26)+(31).

Rysunek 4. Koryto prostoliniowe: A — Przekréj poprzeczny, B — Ttumiona
fala okresowa opisujgca deformacje dna w kierunku podtuznym
Figure 4. Straight channel: A - Cross-section, B - Damped periodic wave
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Eliminacja z tego ukladu réwnan zmian: poziomu zwierciadla
wody, wydatku rumowiska w kierunku podluznym i poprzecznym
oraz zmian predkosci w kierunku podluznym i poprzecznym, prowadzi
do nastepujacego réwnania rézniczkowego czastkowego piatego stop-
nia opisujgcego zmiany glebokosci (deformacje dna) %

ﬂ 85 77! N ﬂ 85 77! 84 77! g 64 77!
30050y 30 ox0y  ox' T 0x20)

4 .1 3.0 _ 3.0 (35)
S bom, (b-3) o _
300y 205 7 2 oxdy
gdzie: d1=1-£ (35a)

Wstawienie pochodnych funkcji okresowej, tj. réwnania (32) do
réwnania rézniczkowego (35) prowadzi do nastepujacego rozwigzania:

H,sing -H,cosp =0 (36)

gdZie: HS = bAK (];ss )4 - d2 (];ss )3 + Ell (%ss)z + F”Z(ESS) + E,3 (37a)

H,=F,k, V+Fs (37b)

_ — d,
Fu=-6buc(x, J-2- (38a)

K
Fuo=3d:(k, V-d, (38b)
Fu=b acGi,) +4 (g, ¥--L (38¢)

‘ Ax A?{
Fa=4b 4 (&, V-d> (39a)
_ _ — v 2di -
Fo=-4bAc(k,, V+3d:(k, F+ y (k.)+d. (39b)
K
i:=2 4 S, di=—1 b-3) 1 (40)
P2 30A1<’ ! Ak 2 30 Ax
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oraz: k l;m - bezwymiarowe parametry fali opisujgcej zmiany

ss9

charakterystyk przeptywu:

- k?S - kSIl
kSS: ‘ ’. ksn: (41a)
l; [
Ak - stata bezwymiarowa:
f Bo
Ay === (41Db)
K H h0
b - wykladnik potegowy w réwnaniu transportu rumowiska,

s, =mU"
Réwnanie (36) zawiera dwa szukane parametry fali okresowej
k., ik

Y

m> Wystepujace w wielkoSciach ¢,, Hs i Hr. Réwnanie (36)

bedzie spetnione, jezeli spelniony bedzie uktad réwnan:

H;=0 (42a)

H,=0 (42b)

Rozwigzanie ukiadu réwnan (42) pozwala wyznaczyé wartosci
szukanych parametréw fali okresowej k, i k,, po uprzednim pod-

stawieniu w miejsce Hs i Hr réwnan (37). Z réwnania (42b) oblicza sie
liczbe falowg w kierunku podtuznym:

172
ko™ { &} (43)
Fs]

Wstawienie w miejsce k,, zaleznoéci (43) przeksztalca wyrazenie
(37a) w wielomian 6smego stopnia wzgledem szukanego parametru
IESS. Zgodnie z rownaniem (42a) miejsca zerowe tego wielomianu wy-
znaczaja szukane wartosci parametru ttumienia fali k. Podstawie-
nie tak okreslonych wartoéci parametru k_, do réwnar (39), okresla-
jacych wielkosci Fs; i Fs3 pozwala na obliczenie z réwnania (43)
szukanych wartosci liczby falowej /;m. 7 zaleznoSci (37), spetniaja-

cych réwnania (42) wynika, ze:

= (k) (44)
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Wartosci tych parametréow oblicza sie metoda kolejnych przybli-
zen, zakladajgc wyjSciowa warto$¢ parametru /;m. Wystepujace
w uktadzie rownan (37) + (40) wielkoSci: b, Ak, 60, d1, d2, d4 1 f sg funk-
cjami Srednich dla danego odcinka rzeki: glebokosci w osi koryta ho
i predkosci podtuznej Uop, spadku podiluznego w osi koryta Io oraz
Srednicy przecietnej rumowiska Dso. WielkoSci te majg state wartosci
na danym odcinku rzeki. Wynika stad, ze parametry ttumionej fali
okresowej, opisujacej zmiany charakterystyk przeplywu sg wielko-
Sciami stalymi przy danym natezeniu przeplywu i nie zaleza od
wspbélrzednych x iy, tj.:

k,, = const ko, = const (45)

W konsekwencji, wystepujace w rownaniu (36) wielkosci Hs i H,
sg wspoélczynnikami liczbowymi o statych warto$ciach na danym od-
cinku rzeki. Majgc okreslong funkcje opisujacg zmiany glebokosci 7/
mozna z ukladu réwnan (26) + (31) wyznaczy¢ funkcje opisujace
zmiany predkosci podtuznej u i poprzecznej .

Analiza ukladu réwnan nieliniowych (42) wykazuje, ze wartosci
bezwymiarowych parametréw ttumionej fali okresowej, opisujacej
zmiany charakterystyk przepltywu sg funkcjami nastepujacych wielkosci:

ko= b da) k=S (b Ax) (46)
gdzie: Ak - dynamiczna stala koncentracji przekroju po-
przecznego, okreslona wzorem:
2
Ax= / [&j 30 (47)
(MJH)Z ho

gdzie: m; - liczba koryt czgstkowych, w przypadku koryta me-
andrujgcego m: = 1; w przypadku koryta typu warkoczowatego m: > 2.
Zalezno$ci okre$lone rownaniami (46) przedstawione sg na
rysunkach 5 i 6 przy stalej wartosci wyktadnika potegowego w row-
naniu transportu rumowiska b = 5. Na rys. 5 i 6 linig ciggla zazna-
czony jest obszar wystepowania pierwiastkéw rzeczywistych ukladu

réwnan (42). Podobny obszar zmienno$ci parametréow l?ss i l;m poka-
zali w swojej pracy Struiksama i in. [1985]. Z zaleznosci (46) i (47)
wynika, ze przy stalej wartosci wykladnika potegowego w réwnaniu
transportu rumowiska b = const bezwymiarowe parametry fali
okresowej sa funkcja wspétczynnika oporéow Darcy-Weisbacha f,
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parametru Shields'a 6 1 miary ksztaltu przekroju poprzecznego
(Bo/ ho). Wyniki przedstawione na rysunkach 51 6 wskazuja, ze przy
ruchu wody w korycie prostoliniowym 2z ruchomym dnem oraz
f = const i 0 = const ze wzrostem wartos$ci miary ksztattu przekroju
poprzecznego (Bo/ ho) maleje stopien tlumienia fali okresowej opisuja-

cej deformacje dna koryta. Oznacza to, ze przy /?SS < 0 deformacje dna

opisane funkcja 7" beda wzrastac z biegiem cieku. Jesli brzegi koryta
prostoliniowego beda umocnione, wtedy wzdtuz brzegéw beda wyste-
powaé naprzemiennie plycizny i glebie. W przypadku, gdy brzegi
koryta prostoliniowego beda tworzyé materialy rozmywalne, wtedy
w obszarach wystepowania maksymalnych przyrostow glebokosci
(n”ho) 1 predkosci podtuznej (1’ Us) nastapi erozja brzegéw i rozpocznie
sie proces meandrowania koryta. Wskutek zakrzywienia strumienia
prostoliniowego pojawi sie sila odérodkowa, wywotujgca dodatkowy
poprzeczny ruch wody a rozwdj zakoli zostanie przyspieszony. Nawet
w przypadku gdy IESS > 0, co oznacza ttumienie fali okresowej opisuja-
cej deformacje dna, wystapi zakrzywienie strumienia prostoliniowego
1 pojawienie sie sity odsrodkowej, ktora spowoduje nasilenie procesu
tworzenia sie zakoli.
— —— - Rozwiazanie uproszczone, Simplified solution

L/;_/Z - Zakres pierwiastkéw wielomianu, Range of polynomial
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Rysunek 5. Parametr tlumienia fali okresowej w funkcji parametru Ax: przy
b = 5. A - zakres pierwiastkéw wielomianu, B — rozwigzanie uproszczone

Figure 5. Damping of perturbation versus parameter A, for b = 5.

A — range of polynomial roots, B — simplified solution
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——— - Rozwiazanie uproszczone, Simplified solution

SiS.Sh - Zakres pierwiastkow wielomianu, Range of polynomial
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Rysunek 6. Liczba falowa opisujgca deformacje dna koryta
w kierunku podtuznym w funkcji parametru Ax; przy b = 5.
A - zakres pierwiastk6w wielomianu, B — rozwigzanie uproszczone

Figure 6. Wavelength of perturbation versus parameter 4,, for b = 5.

A —range of polynomial roots, B - simplified solution

Jezeli w ukladzie r6wnan (26)+(31) opisujacych ruch wody w ko-
rycie prostoliniowym pomija sie czlony zawierajace funkcje w’, tj. gdy
zaniedbuje sie poprzeczny ruch wody i krzywizne linii pradu, wtedy
rozwigzanie uktadu réwnan (42), w ktorym wielkosci Hs i Hr opisne sg
wzorami (37a) i (37b), przyjmuje postac:

=1 {bj ] L} (48a)

] 12
%m{—-(%ss)z} (48b)

Jest to rozwigzanie uproszczone [Struiksma 1983], w ktérym
pominieto wplyw predkosci poprzecznej (przeplywu wtérnego) na de-
formacje dna i zmiany charakterystyk przeptywu. W rozwigzaniu tym
przeplyw okreSlony jest przez sily bezwladnosci i sily tarcia ruchu
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gléwnego a kierunek ruchu rumowiska zalezy tylko od kierunku ru-
chu gtéwnego wody i lokalnego nachylenia poprzecznego dna koryta.

TOPOGRAFIA DNA I ROZKEADY PREDKOSCI
W KORYTACH RZECZNYCH

Topografia dna i pozioma zmienno$é Sredniej na glebokosci
strumienia predkosci podituznej i poprzecznej w korycie ztozonym
z zakoli o zmiennej krzywiznie oblicza sie z zalezno$ci [Przedwojski
1998]:

- glebokosé: Y, =h(I +n, +7') (49a)
- predko$é podtuzna: U ,,.=U, (1 +u,, + u’) (49b)
- predko$é poprzeczna: V,,.=U, (a) et a)') (49¢)

Y, - zmienna w obszarze zakola glebokos§é, U, - zmienna
w obszarze zakola, u$redniona w pionie strumienia predkos$é podtuz-
na, V,, - zmienna w obszarze zakola, uSredniona w pionie strumie-
nia predkos§é poprzeczna, U,- Srednia dla danego odcinka wartosé
predkosci podtuznej, / - érednia dla danego odcinka wartosé glebo-
kosci, 77,.,u,,, w,. - zmiany ‘rzedu zerowego’ w obszarze rozwinietego
ruchu spiralnego w zakolu, 7', u', ®'— zmiany rzedu ‘pierwszego’ wy-
wolane niestabilnoscig przeptywu.

Wartosci srednie glebokosci /i predkosci U, odnosza sie do cze-
$ci przeptywu ponad dnem koryta. Zmiany ‘rzedu zerowego’ okreslone
sg funkcjami typu wyktadniczego, a zmiany ‘rzedu pierwszego’ okre-
Slone sa funkcjami okresowymi. Wzory opisujace wielkos$ci
n,,u,,0, zamieszczone sg w pracy Przedwojskiego [1998]. Zmiany

parametréw hydraulicznych ‘rzedu pierwszego’ sg wyrazone zalezno-
Sciami:

n'=n_kE, u'=n_E; o'=0,E, (50)

gdzie amplituda funkcji okresowej, okreslajaca zmiany gleboko-
§ci 77, , opisana jest r6wnaniem:
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A, =K f cos(k, s,) (51a)
Ry
Amplitudy funkcji okresowej opisujace zmiany predkosci podiuz-
nej i poprzecznej okreslone sg nastepujacymi formutami:

u, = Ko lcog k, s, (51b)
o 20 (i)
o, =K b s (k,s,) (51c)
RO 2 kn

Ro - promien na wierzchotku zakola o zmiennej krzywiznie
(rys. 2), no — potowa szeroko$ci dna, /; — stata dla danego tuku, okre-
Slona wzorem (23), Eu., E, — zamieszczone w zalgczniku E w pracy
Przedwojski [1998] funkcje typu okresowego, opisujace zmiany pred-
kosci podtuznej poprzeczne;.
Szukane funkcje okresowe E. i E, zostaly okreslone drogg cat-
kowania réwnan ruchu i ciggtosci dla wody (16)+(18).
W przypadku przekroju poprzecznego koryta krzywoliniowego,
podobnie jak w przypadku tuku kolowego, zaklada sie, ze na pochylo-
ne pod katem fdo poziomu dno koryta nakladajg sie dodatkowe od-

ksztalcenia, wywolane zmianami okresowymi o malej amplitudzie
(rys. 4). Wtedy zmiany glebokosSci w zakolu opisane sg réwnaniem
(49a).

Jezeli lo= ks to, jak wynika z poréwnania zalezno$ci (1a) i (34),
L = [s; (rys. 4). Poniewaz sm = L/4 (rys 2),tocos [(2 I1 /L) (L/4)] =10
oraz 7),=0, czyli w przypadku gdy dlugo$¢ zakola L, mierzona
wzdluz osi koryta, jest réwna dlugosci fali okresowej opisujacej od-
ksztalcenia dna w profilu podtuznym Is:,, wtedy zmiany gtebokosci
wywolane niestabilnoscig przeptywu zanikajg, a o uktadzie dna kory-
ta decyduje tylko natezenie ruchu spiralnego. Jest to jednak sytuacja
wyjatkowa. W korytach naturalnych wystepuje ciaglta zmiana nateze-
nia przeptywu wody powodujgca zmiane charakterystyk przeptywu
i w konsekwencji zmiane wartosci parametrow tlumionej fali okreso-
wej. W tej sytuacji [, #Loraz 7 #0. W rezultacie dno koryta ulega
cigglym zmianom, a przecietny uklad dna koryta odpowiada przepty-
wowi Sredniemu rocznemu. Uklad poziomy trasy koryta jest $cisle
zwigzany z ukladem pionowym, tak jak pokazano to na rysunku 4.
W sytuacji, gdy krzywizna osi geometrycznej koryta jest podobna do
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krzywizny ttumionej fali zaburzen okresowych, niestabilno$é prze-
plywu nie wywoluje dodatkowych zamian warto$ci parametréw prze-
plywu. W odréznieniu od trasy koryta ztozonej z tukéw kolowych, tra-
sa koryta zlozona z zakoli o zmiennej krzywiznie, opisanych
réwnaniem (la), zapewnia najmniejsze odksztalcenia dna, jakie moga
wystapié przy zadanym przeplywie.

TOPOGRAFIA DNA - PRZYKEAD OBLICZENIOWY

Podstawe weryfikacji rozwigzania przedstawionego réwnaniami
(49), dla zakoli o zmiennej krzywiznie, wystepujacych w korytach na-
turalnych, stanowi poréwnanie obliczonego uktadu dna z wynikami
pomiaréw w korycie Warty. Pomiary te wykonano w 1989 roku na
4 kilometrowym odcinku rzeki, od km 274 do km 278 [Przedwojski
1 in. 1989]. Badania terenowe obejmowaly pomiary gtebokos$ci oraz
pomiary pozioméw zwierciadta wody. Ponadto w dwéch wybranych
przekrojach hydrometrycznych (w km 274 i km 278) przeprowadzono
punktowe pomiary predkosci przeptywu wody i wydatku rumowiska
wleczonego w 8 pionach. Wymienione pomiary wykonano po dwumie-
siecznym okresie trwania stanéw Srednich. W tym okresie Srednia
glteboko$é badanego odcinka koryta rzeki wynosita ho = 2,00 m,
a maksymalne wahania stanéw wody zmienialy sie w przedziale od —
0,30 m do 0,35 m. Punktowe pomiary predkosci wykonano mtynkiem
typu OTT, a pomiary transportu rumowiska wleczonego tapaczka
PIHM, o wspétezynniku sprawnosci 0,65. Wymienione wyzej pomiary
predkosci przeplywu wody i wydatku rumowiska wleczonego wyko-
rzystano do oszacowania warto$ci wyktadnika potegowego b, wyste-
pujacego w rownaniu sp = ms UP. Do oceny wartosci tego wykladnika
wykorzystano takze wyniki podobnych pomiaréw, wykonane na tym
odcinku rzeki w latach 1982 i 1990. Ustalona na podstawie tych po-
miaréw warto$é wyktadnika b = 4,0.

Pozostale charakterystyki przeptywu, charakterystyki rumowi-
ska wleczonego oraz parametry geometryczne koryta w ukladzie po-
ziomym rzeki zestawiono w tabeli 1 i pokazano na rysunku 7. Krzywi-
zne osi geometrycznej zakoli opisano réwnaniem (1). W obliczeniach
przyjeto warto$¢é wspoétczynnika oporu Cr = 0,25. Parametry fali okre-

sowej k, i k , obliczono na podstawie ukladu réwnan nieliniowych

(42). Z danych zamieszczonych w tabeli 1 wynika, ze obliczona z ukta-
du réwnan nieliniowych (42) warto$é bezwymiarowej liczby falowej
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k ., wynosi 0.0053 i jest bardzo bliska wartoéci 0,0050, okreslonej na

podstawie pomiaréw terenowych. Charakterystyki hydrauliczne kory-
ta obliczono z zalezno$ci (49) i porownano z wynikami pomiaréw na
dwoéch zakolach koryta rz. Warty zlokalizowanych w km 274 i km 278

(rys. 7).
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Rysunek 7. Plan sytuacyjny zakoli rzeki Warty
Figure 7. Plan view of two bends of the Warta river
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Tabela 1. Parametry koryta rzeki Warty

hydrauticsne Recka Warta

Natezenie przeplywu Q (m?/s) 77,0
Szeroko§é dna koryta By (m) 40,0
Srednia glebokosc¢ przeptywu h (m) 2,00
Srednia predkoéé przeptywu Us (/s) 0,80
Spadek zwierciadta wody I (%o) 0,190
Przecietna $rednica rumowiska Ds5p (mm) 0,370
Promien tuku Ro (m) 270 (tuk 1); 145 (tuk 2)
Dtugosé tuku L (m) 520 (tuk 1); 407 (tuk 2)
Wyktadnik we wzorze (2.12) b () 4,0
Stosunek promienia do szerokosci Ro/Bo(-) 6.75 (tuk 1); 3.63 (luk 2)
Stosunek szerokosci do gltebokosci Bo/h () 20,0
Parametr ttumienia fali zaburzen ]; o O 0,002
Liczba falowa w kierunku podtuznym Em )

a) pomierzona 0,0050

b) obliczona 0,0053

Zmienno$¢ glebokosci i $redniej w pionie strumienia predkosci
podtuznej w dwoéch badanych tukach rzeki Warty pokazano na rysun-
kach 8 i 9. Wyniki pokazane na tych rysunkach wskazuja, ze rozwig-
zanie zlinearyzowanego ukladu réwnan (16)+(21), wyrazone réwna-
niami (49) dobrze zgadza sie z wynikami pomiaréw terenowych i moze
byé stosowane do prognozowania deformacji dna koryta w tuku (topo-
grafii dna) i prognozowania zmienno$ci w planie Srednich na gleboko-
$ci strumienia predkosci podtuznych.

Réwnania (49) moga byé stosowane do prognozowania charakte-
rystyk przeptywu w korytach naturalnych, ktérych brzegi chronione
sg przed erozja za pomoca tam podiuznych lub ostrég. Podobng zgod-
no$¢ obliczonego ksztaltu dna z wynikami pomiaréw otrzymano
w przypadku przekrojé6w poprzecznych naturalnego koryta rzeki
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Prosny. W tym przypadku brzegi koryta rzeki umocnione byly poro-
stem ro$linno$ci wysokopiennej (drzewa i krzewy) [Wierzbicki,
Przedwojski 2006]. W przypadku zabudowy ostrogami lokalne roz-
mycia wystepujace przy gltowicach ostrég wptywaja na topografie dna
koryta. Do oszacowania maksymalnych gtebokosci rozmy¢é lokalnych
przy ostrogach mozna wykorzystac¢ formute podang w pracy Przedwoj-
skiego [1995].
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Rysunek 8. Pomierzone i obliczone przekroje poprzeczne

oraz uSrednione na glebokosci strumienia predkosci podtuzne w zakolu 1
Figure 8. Measured and predicted transverse bed profiles

and depth-averaged streamwise velocities in bend 1 of the Warta River
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PROJEKTOWANIE UKEADU POZIOMEGO KORYTA

Ksztalt osi geometrycznej zakoli rzecznych. Rozwigzaniem zline-
aryzowanego ukladu réwnan ruchu wody i rumowiska jest funkcja
harmoniczna wyrazona réwnaniem (32). Krzywizna osi geometrycznej
meandrow rzecznych, wyrazona w ukladzie wspélrzednych krzywoli-
niowych okreslona jest nastepujgco:

p=p E (322")
E= exp(-k, s,)cos (k, s, +k, n+C,) (32b")

p =1/r = lokalna krzywizna wspélrzednej s, p :1/ R, - amplitu-
da okreslajaca maksymalng krzywizne w przekroju wierzchotkowym
zakola, s, =5 —s,,, s — odleglo$¢ mierzona od przekroju poczatkowego

zakola, s, = L/4- odlegloéé od poczatku do wierzchotka zakola (rys. 2).
W osi geometrycznej zakola mamy n=0. Zakladajgc, ze stata

C» = 0, wtedy funkcja harmoniczna, opisujgca stacjonarng, okresowa
fale ttumiong przyjmuje postac:

E= exp(-k, s,)cos (k, s, ) (32b”)

sn

W warunkach stabilnego koryta w ukladzie poziomym, diugosc
zakola L bedzie r6wna dlugosci fali okresowej opisujacej odksztatcenia
dna w profilu podtuznym ls. tj. ls» = L, oraz lo= ks». Przy malych war-

tosciach k=0, réwnanie opisujace krzywizne osi geometrycznej

zakola przyjmuje postac¢ réwnania (1), tj.:

l:LCOS(E Slj (1’)
r R, L

Liczne badania uktadu poziomego rzek, w tym réznych odcinkow
Warty, Gwdy i Prosny i Narwi [Przedwojski, 1990a, 1990b, 1990c;
Przedwojski, Zelazo, 1990, 1992; Wierzbicki, Przedwojski 2006] wyka-
zuja, ze rownanie (1) bardzo dokladnie odwzorowuje krzywizne osi
geometrycznej naturalnych zakoli rzecznych. Elementem potwier-
dzajacym dokladno$é tego odwzorowania jest bardzo dobra zgodnosé
ksztaltu przekrojow poprzecznych oraz usSrednionych na glebokosci
strumienia predkosci podituznych, obliczonych na modelu z wynikami
pomiaréw w naturalnym korycie rzeki Warty. Wyniki tych badan wy-
kazujg, ze naturalng krzywg zakoli rzecznych jest krzywa cosinuso-
idalna, opisana ré6wnaniem (1°).
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Minimalna warto$¢ promienia na wierzcholku luku. W przy-
padku tukéw ze zmienng krzywizng, gdy dlugosci fali okresowej opi-
sujacej odksztalcenia dna Is, jest rowna dlugos$é zakola L, tj. Isn = L,
wtedy amplituda funkeji okresowej7 ., =0. W tym przypadku topogra-
fia dna w zakolu moze by¢ okreslona na podstawie uproszczonego
rozwigzania o postaci:

Y=hn,(1 +7,) (52)

Szczegbtowy opis tego rozwigzania przedstawiono w zatgczniku I.
Powyzsze réwnanie wykorzystano do obliczenia minimalnej wartoSci
promienia na wierzchotku tuku. Zaklada sie przy tym, ze przekroj
poprzeczny na wierzchotku ma ksztalt tr6jkatny o maksymalnym na-
chyleniu dna, a poziom dna przy brzegu wypuklym osigga poziom
zwierciadta wody. Wtedy stosunek minimalnego promienia krzywizny
Ro do szerokosci dna Bo moze by¢ obliczony z nastepujacego réwnania
[Przedwojski 1998]:

1/2
K _1 KO£L (53)
B 2| ’n,(6-1)
gdzie: h — gleboko$é $Srednia, no — polowa szerokoSci dna,

y — maksymalna gleboko§é przy brzegu wklestym, w przekroju wierz-
chotkowym tuku, Ky — stala dla danego zakola, okres§lona r6wnaniem
(1.6) w zalaczniku 1, 6 =y / h- stosunek glebokosci.

Dla dobrze rozwinietych meandréw z maksymalng krzywizng
(tj. minimalng warto§cig promienia Ro) ksztalt przekroju poprzeczne-
go na wierzchotku zakola jest w przyblizeniu trojkatny, wtedy o=2.
W stabiej wyksztalconych zakolach o tagodnej krzywiznie wartosci
0 zmniejszajg sie i w korytach prostoliniowych wynoszg 6 =1.

Optymalna dlugos$é¢ luku. Trwato$é umocnien biologicznych
lub technicznych brzegéw koryta rzeki zalezy od zaprojektowania sta-
bilnego ukladu poziomego koryta rzeki. Warunkiem stabilnosci koryta
jest okreslenie optymalnej dtugosci tuku. Warunek ten bedzie spet-
niony gdy dilugos¢ zakola L, mierzona wzdluz osi koryta, bedzie réwna
dlugosci fali okresowej opisujgcej odksztatcenia dna w profilu podtuz-
nym Is» tj. ls» = L, a to oznacza ze lo= ksn. Stad optymalna diugosé tuku
moze by¢ obliczona z nastepujacej zaleznoSci:
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p=21h (54)
kSI’l f

w ktorej l;m jest bezwymiarowg liczbg falowa, opisujaca deformacje

dna w kierunku podtuznym. Wartosé k,, oblicza sie z réwnan (42). Na

wstepnym etapie projektowania do okreslenia optymalnej dlugosci
tuku mozna wykorzystac¢ rownania (48).

PODSUMOWANIE I WNIOSKI

W pracy przedstawiono rozwigzanie analityczne zlinearyzowa-
nego uktadu réwnan opisujacego ustalony, niejednostajny ruch wody
1 rumowiska w krzywoliniowym korycie rzecznym. Koryto rzeki two-
rzg zakola o zmiennej krzywiznie, ktére mozna opisaé krzywa cosinu-
soidalng. Na podstawie badan uktadu poziomego i pionowego wielu
rzek mozna sformutowac nastepujace wnioski:

Obliczone na dwuwymiarowym w planie modelu matematycz-
nym glebokosci i érednie w pionie predkos$ci podtuzne wykazuja bar-
dzo dobrag zgodno$é z wynikami pomiaréw w naturalnych korytach
rzecznych.

Z rozwigzania zlinearyzowanego ukladu réwnan ruchu wody
i rumowiska wynika, ze krzywa cosinusoidalna jest naturalng krzywi-
zng meandrow rzecznych i dobrze opisuje ksztalt osi geometryczne;j
zakoli rzecznych. Potwierdzeniem tego jest dobra zgodnosci obliczo-
nych parametrow koryta w ukladzie poziomym i pionowym z wyni-
kami obserwacji w zakolach rzecznych.

Zgodno$é obliczen ksztattu przekrojow poprzecznych i predkosci
podtuznych pozwala na prognozowanie topografii dna i wyznaczanie
lokalizacji najwiekszych wybojow oraz projektowanie odpowiedniego
typu umocnieni biologicznych i technicznych

Dla utrzymania trwato$ci i zachowania bezpieczenstwa budowli
inzynierskich w korytach rzecznych konieczne jest zaprojektowanie
stabilnego koryta rzeki w ukladzie poziomym i pionowym. W tym celu
nalezy wyznaczy¢ dla danego odcinka rzeki wartosSci: minimalnego
promienia krzywizny na wierzchotku tuku oraz optymalnej dlugosci
tuku.
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ZAXACZNIK 1

TOPOGRAFIA DNA - ROZWIAZANIE UPROSZCZONE
[Przedwojski 1988].

Gleboko$é w dowolnym punkcie tuku o zmiennej krzywiznie opi-
sana jest zaleznoScig:

Y=h(l+7,) (1.1)

w ktorej:  7,= K {f] 008(2_1'1 Slj -C; T exp (- a s)} (1.2)
Ro L roi

gdzie: n — odleglosé od osi koryta, Ro — minimalna warto§é
promienia do osi koryta w przekroju wierzchotkowym tuku, L — dtu-
gos¢ tuku, C; — stala, ro — promien krzywizny w przekroju poczatko-
wym luku, mierzony do osi koryta, ro; — promienn krzywizny w prze-
kroju koncowym tuku gérnego (rys. 2), mierzony do osi koryta,
s — wspblrzedna w kierunku podtuznym, s; = s — sm (rys. 2) oraz:

12
a= 2%(%) (1.3)
f,=1-exp (-a s) (1.4)
K=K, Ri (L5)
0
3 2 1 ’ 2
Ky=3C, 21+ —| (Fr) (1.6)
n
Fr= v @.7)
{ gpPm p)}
2
1/2
L]
n K
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2
f=2 () w,=[ghl]” (L.9)

U*’
h £? 1) 1 1(., 1)1
f :u,io (_b_é’ +_]+_ é’ __( z__j__ (I 10)
"G, 2 7703 b7 b O b)) 2
blzziﬂ; b2=2i+2; 53=21+3 (I.11)
m m m
LT 1.12)
m KU,
i 1 1
{b bz‘é/b'b b +2'b4( :1'1)}
=L 2 = (1.13)

Up E9 i
b4:—h‘”" 20 o (1.14)
0 U*o
éf — (DSO )0 Usy (I 15)
, .
hy (”*0 )c
1
Uy = [—+1] U (1.16)
n,
8= Sugh (L.17)
6
. a0
a =K f; a, =K, C, r—exp(—as) (I.18)
0i

Dso — $rednica przecietna rumowiska wleczonego, ho — gltebokosé
przeplywu w osi koryta, ux — predko$¢ dynamiczna w osi koryta,
U - predkos$é¢ srednia na szerokoSci dna Kkoryta, upo — predkosé
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powierzchniowa w osi koryta, I — spadek podluzny, p- gesto$é wody,
p,— gestoé¢ rumowiska, x - stala von Karmana, C; — wspétczynnik

oporu poziomej sily wleczenia w kierunku radialnym, K; — warto§¢
statej K dla zakola gérnego, C: — stala uwzgledniajgca oddzialywanie
zakola gornego na generowanie ruchu spiralnego na poczatkowym
odcinku analizowanego tuku, przyjmujaca wartosci od 0 do 1.

W przekroju poprzecznym na wierzchotku tuku réwnanie (I.1)
redukuje sie do postaci:

Y=h[1+Ki] 1.1)

0
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Boguslaw Przedwojski

MORPHOLOGY OF RIVER CHANNELS, MEASUREMENTS,
MODELLING AND PROGNOSIS OF FLUVIAL PROCESSES

SUMMARY

In this paper the two-dimensional depth-averaged momentum and continuity
equations for steady shallow flow and sediment transport are described. This
two-dimensional model is used to study of the bed deformation in alluvial channels.
The perturbation of mean values in the cross-section of hydraulic flow parameters is
determined by the periodic function which describes the non-uniform but steady flow.
The function of this type allows the investigation of the flow stability in both: the
straight and the curvilinear cannels. For these channels bed topography and horizon-
tal distribution of depth-averaged velocity in longitudinal direction can be computed
from exponential-periodic solution of the momentum and continuity equations. Bed
topography computed from this solution is compared with bed topography of two
bends in the Warta River. It was found that this solution is in good agreement with
the measured bed topography in the river. It is also found that the cosine-generated
curve is the natural curvature of the river meanders. Two equations for the calcula-
tion of the minimum value of meander curvature at the apex and the optimal length
of bend are also presented in the paper.

Key words: river hydraulics, suspended and bed load movement, numerical modeling,
riverbed topography
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